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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar, via teoria de semigrupos de operadores lineares, a exis-
tência e unicidade de solução para determinados sistemas termoelásticos de Bresse com duas dife-
rentes condições de fronteiras. Além disso, estudamos o comportamento assintótico dos mesmos
sob uma condição específica para os coeficientes do sistema e exploramos o tipo de decaimento
(exponencial ou polinomial) do sistema termoelástico estudado. Com o intuito de obtermos resul-
tados independentes das condições de fronteira consideradas, provamos um resultado denominado
Desigualdade de Observabilidade para sistemas do tipo Bresse. No capítulo seguinte, estudamos
um sistema termoelástico de Bresse com acoplamento térmico na força axial e momento fletor.
Mais precisamente, mostramos que, sob certas relações entre os coeficientes do sistema, o mesmo
é exponencialmente estável. Caso contrário, concluímos a falta de decaimento exponencial do
sistema, além de mostrar que o mesmo possui um decaimento do tipo polinomial e garantir sua
otimalidade para dados iniciais regulares. Por fim, com a intenção de obter um decaimento ex-
ponencial, adicionamos uma dissipação localizada no deslocamento vertical do sistema inicial e
estudamos este novo problema. Novamente, tais estudos estão ligados à existência e unicidade
de solução para este sistema, além de garantir sua estabilidade exponencial, independemente de
qualquer relação para os coeficientes do mesmo.

Palavras-chave: Sistemas de Bresse. Desigualdade de Observabilidade. Equações Diferenciais.
Estabilidade. Semigrupos de Operadores Lineares.
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ABSTRACT

The aim of this work is to study, via semigroup theory of linear operators, the existence and
uniqueness of solution for thermoelastic Bresse systems with two different boundary conditions.
Additionally, we study their asymptotic behavior under a specific condition on the coefficients
of the system and exploit the decay rate (exponential or polynomial) of the thermoelastic system
in turn. In order to obtain results independent of the boundary conditions considered, we prove
a result called Observability Inequality for Bresse type systems. In the next chapter, we study
a thermoelastic Bresse system with thermal coupling on the axial force and bending moment.
More precisely, we show that under suitable relations among the coefficients of the system, it is
exponentially stable. Otherwise, we can conclude the lack of exponential decay of the system, by
showing that it has a polynomial decay and guarantee its optimality for regular initial data. Finally,
looking for an exponential decay, we consider an additional dissipation located at the vertical
displacement of the previous system and study this new problem. Again, such studies are linked
to the existence and uniqueness of solution for this system, besides guaranteeing its exponential
stability independently of any relation among the coefficients.

Keywords: Bresse Systems. Observability Inequality. Differential Equations. Stability. Linear
Operator Semigroups.
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1 INTRODUÇÃO

O sistema de Bresse, assim chamado em referência ao engenheiro francês, Jacques An-
toine Charles Bresse (1822-1883), é um sistema de equações diferenciais parciais que descreve a
vibração de uma viga arqueada fina.

Desprezando qualquer variação de temperatura, o sistema de Bresse (conservativo) possui
três variáveis, que representam o deslocamento vertical, o ângulo de rotação da seção transversal
e o deslocamento longitudinal, as quais denotamos por ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t) e w = w(x, t),
respectivamente. Ambas variáveis dependem de uma variável espacial x ∈ [0, L] e uma temporal
t ≥ 0, onde L é o comprimento de uma linha referencial que passa pelo centro da viga.

Na Figura 1.1, apresentamos uma breve noção geométrica das variáveis ϕ, ψ e w presentes
no sistema de Bresse. Uma partícula P presente na linha de referência ocupa a posição P ′, após a
barra sofrer uma deformação.

Figura 1.1: Viga arqueada fina. (Fonte: [9])

De acordo com Bresse em [4], as equações de momento para as variáveis ϕ, ψ e w são
ρ0Aϕtt = Qx + lN,

ρ0Iψtt = Mx −Q,
ρ0Awtt = Nx − lQ,

(1.1)

onde ρ0 é a densidade de massa do material da viga, l é a curvatura inicial,A e I representam a área
e o momento de inércia de uma seção transversal da viga e as variáveis Q, N e M representam,
respectivamente, a força de cisalhamento, a força axial e o momento fletor. Além disso, as leis
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constitutivas para as forças de cisalhamento e axial e para o momento fletor são
Q = GA(ϕx + ψ + lw),

N = EA(wx − lϕ),

M = EIψx,

(1.2)

onde G e E são os módulos de cisalhamento e da elasticidade de Young, respectivamente.
Substituindo (1.2) em (1.1) e considerando as seguintes notações

ρ1 = ρ0A, ρ2 = ρ0I, k = GA, b = EI, k0 = EA, (1.3)

obtemos o seguinte sistema conservativo de Bresse
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = 0 em (0, L)× (0,+∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = 0 em (0, L)× (0,+∞),

ρ1wtt − k0l(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = 0 em (0, L)× (0,+∞).

(1.4)

Mais recentemente, Lagnese, Leugering e Schmidt em [14] obtiveram um sistema que des-
creve a vibração de uma viga arqueada fina considerando uma (ou mais de uma) variável represen-
tando a variação de temperatura desta viga, o qual é chamado de sistema termoelástico de Bresse.

No caso em que se considera o fluxo de calor agindo no deslocamento longitudinal e no
ângulo de rotação, o sistema termoelástico de Bresse é descrito por

ρ0Aϕtt = Qx + lN,

ρ0Iψtt = Mx −Q,
ρ0Awtt = Nx − lQ,
ρ0cvθt = −q1,x − γT0(wtx − lϕt),
ρ0cvϑt = −q2,x − γT0ψtx,

(1.5)

com leis termoelásticas constitutivas
Q = GA(ϕx + ψ + lw),

N = EA(wx − lϕ)− γθ,
M = EIψx − γϑ,

(1.6)

onde q1 e q2 representam fluxos de calor, cv é a capacidade térmica, T0 é a temperatura referencial
e γ é uma constante de acoplamento. Além disso, para os fluxos de calor q1 e q2, é considerada a
Lei clássica de Fourier

q1 = −κθx,
q2 = −κϑx,

(1.7)
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onde κ é a condutividade de calor. Assim, substituindo (1.6) e (1.7) em (1.5) e considerando

ρ1 = ρ0A, ρ2 = ρ0I, k = GA, b = EI, k0 = EA, m =
γT0
ρ0cv

, k1 =
κ

ρ0cv
, (1.8)

obtemos o seguinte sistema termoelástico de Bresse

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0 em (0, L)×(0,+∞),

θt − k1θxx +m(wx − lϕ)t = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ϑt − k1ϑxx +mψxt = 0 em (0, L)×(0,+∞).

(1.9)

Correspondente ao sistema (1.9), consideraremos as seguintes condições iniciais

ϕ(·, 0) = ϕ0, ϕt(·, 0) = ϕ1, ψ(·, 0) = ψ0, ψt(·, 0) = ψ1,

w(·, 0) = w0, wt(·, 0) = w1, θ(·, 0) = θ0, ϑ(·, 0) = ϑ0,
(1.10)

e condições de fronteira do tipo Dirichlet

ϕ(x, t) = ψ(x, t) = w(x, t) = θ(x, t) = ϑ(x, t) = 0, x ∈ {0, L}, t ≥ 0, (1.11)

ou condições de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

ϕ(x, t) = ψx(x, t) = wx(x, t) = θ(x, t) = ϑ(x, t) = 0, x ∈ {0, L}, t ≥ 0. (1.12)

O sistema (1.9) com condições iniciais (1.10) e condições de fronteira (1.11) e (1.12) foi
apresentado em Liu e Rao [16], onde os autores mostraram que a estabilidade da solução do sistema
está relacionada com as seguintes constantes

χ :=
b

ρ2
− k

ρ1
ou χ0 := k − k0, (1.13)

e com as condições de fronteira (1.11) e (1.12). A condição χ = 0 significa que as velocidades
de onda dos movimentos vertical e longitudinal são iguais, o que é matematicamente interessante,
mas não realista do ponto de vista físico, de acordo com [16]. Além disso, de (1.8) podemos
observar que

χ = 0 ⇔ χ0 = 0. (1.14)

A maioria dos autores que estudam as possíveis variações do sistema termoelástico de
Bresse desconsideram a relação (equivalência) dada em (1.14), apenas se preocupando com o
ponto de vista matemático. Neste trabalho, levaremos (1.14) em consideração, principalmente
quando χ0 6= 0, o que acarretará também χ 6= 0.

Em [16], Liu e Rao mostraram que se χ0 6= 0, então a solução do sistema (1.9) possui uma
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taxa de decaimento (
ln t

t

)1/j

ln t, (1.15)

com j dependendo das condições de fronteira e regularidade dos dados iniciais, por exemplo para
dados no domínio do operador associado ao problema, tem-se

j =

{
4, para (1.11),

8, para (1.12).
(1.16)

Neste trabalho, mostraremos que os resultados obtidos por Liu e Rao acerca do sistema
(1.9) podem ser melhorados. Com efeito, mostraremos que χ0 = 0 é uma condição necessária
e suficiente para garantir a estabilidade exponencial da solução do sistema (1.9). Além disso,
caso χ0 6= 0, obteremos uma estabilidade polinomial para a solução do sistema com uma taxa de
decaimento polinomial

1

t1/2
, (1.17)

a qual é melhor que (1.15). E mais, para a condição de fronteira (1.12), concluiremos a otimalidade
da taxa dada em (1.17), para dados iniciais regulares. Todos os resultados com detalhes precisos
serão apresentados no Capítulo 4.

Motivados por [6] e com a intenção de melhorar os resultados já obtidos por Liu e Rao,
enunciaremos e demonstraremos, no Capítulo 3, um resultado chamado de Desigualdade de Ob-
servabilidade para sistemas do tipo Bresse. Tal resultado será importante para a obtenção da taxa
(1.17) e para concluir que a mesma independe das condições de fronteira (1.11) e (1.12). Além
disso, este resultado ainda não foi encontrado na literatura da maneira como será exposto no Capí-
tulo 3.

No Capítulo 5, acrescentaremos uma dissipação localizada no sistema termoelástico (1.9).
Com isto, realizaremos um estudo acerca da existência e unicidade deste novo sistema e, além
disso, avaliaremos o seu comportamento assintótico. Mais precisamente, mostraremos que, ao
acrescentar esta dissipação localizada, o sistema obtido (o qual está descrito em (5.1) no Capítulo
5) possui um decaimento exponencial sem nenhuma condição sobre seus coeficientes, diferente-
mente dos resultados do Capítulo 4.

Para o decorrer desses estudos, no Capítulo 2, apresentaremos alguns resultados fundamen-
tais de Análise Funcional, da teoria de Espaços de Sobolev unidimensionais e de semigrupos de
operadores lineares. Dentre estes resultados, destacam-se o Teorema de Lax-Milgram e o Teorema
de Lumer-Phillips, que são de extrema importância para garantirmos a existência e unicidade de
uma solução para o problema (1.9) com condições iniciais (1.10) e condições de fronteira (1.11)
e (1.12). Além disso, outros dois resultados preliminares, que serão utilizados para a obtenção
das estabilidades exponencial ou polinomial, são os Teoremas de Prüss e de Borichev-Tomilov,
respectivamente.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo, apresentaremos algumas definições e os principais resultados que serão
úteis para o desenvolvimento deste trabalho. Tais conceitos estão ligados à análise funcional,
espaços Lp, espaços de Sobolev unidimensionais e à teoria de semigrupos de operadores lineares.
Alguns resultados utilizados no decorrer do trabalho que não estiverem descritos neste capítulo
podem ser encontrados em [5, 7, 8, 13, 15, 19].

2.1 ANÁLISE FUNCIONAL

Definição 2.1 (Forma sesquilinear). Sejam X e Y dois K-espaços vetoriais. Chamamos a aplica-

ção a : X × Y → K de forma sesquilinear em X × Y quando a satisfaz as seguintes condições:

(i) a(x+ y, z) = a(x, z) + a(y, z), ∀x, y ∈ X, ∀ z ∈ Y ;

(ii) a(x, y + z) = a(x, y) + a(x, z), ∀x ∈ X, ∀ y, z ∈ Y ;

(iii) a(cx, y) = ca(x, y), ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y, ∀ c ∈ K;

(iv) a(x, cy) = ca(x, y), ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y, ∀ c ∈ K.

No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definição 2.2 (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espaços vetoriais

normados e a : X×Y → K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é contínua (limitada) quando

existe uma constante C > 0 tal que |a(x, y)| ≤ C‖x‖X‖y‖Y , para todo par (x, y) ∈ X × Y .

Definição 2.3 (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam X um espaço vetorial normado e

a : X ×X → K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é coerciva quando existe uma constante

C > 0 tal que Re(a(x, x)) ≥ C‖x‖2X , para todo x ∈ X .

Teorema 2.4 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam X um espaço de Hilbert real (complexo) e uma

forma bilinear (sesquilinear) contínua e coerciva a : X×X → R (C). Então, para todo funcional

linear (antilinear) f limitado, existe um único x ∈ X tal que a(x, y) = 〈f, y〉, para todo y ∈ X.

Demonstração. Para o caso real, ver [5], página 140, Corolário 5.8. Para o caso complexo, ver
[18], página 595, Corolário 6.6.2.

Definição 2.5 (Resolvente e espectro). Sejam X um espaço de Banach complexo e um operador

linear B : D(B) ⊂ X → X . O conjunto resolvente de B é representado por ρ(B) e é dado por

ρ(B) = {λ ∈ C : (λI −B)−1 existe, é limitado e tem domínio denso em X}.

O espectro de B é o conjunto σ(B) = C− ρ(B).
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Definição 2.6 (Operador dissipativo). Seja X um espaço de Hilbert. Diz-se que um operador

linear B : D(B) ⊂ X → X é dissipativo quando Re(Bx, x)X ≤ 0, para todo x ∈ D(B).

Proposição 2.7. Sejam X um espaço de Banach e B1 ∈ L(X) um operador invertível tal que

B−11 ∈ L(X). Se B2 ∈ L(X) é tal que ‖B2‖L(X) < ‖B−11 ‖−1L(X), então o operador B1 + B2 é

linear, limitado e invertível.

Demonstração. Ver [22], Lema 2.12.1.

Teorema 2.8. Sejam X um espaço de Banach e B : D(B) ⊂ X → X um operador linear

dissipativo.

(a) Se Im(λ0I −B) = X para algum λ0 > 0, então Im(λI −B) = X para todo λ > 0.

(b) Se Im(I −B) = X então D(B) = X .

Demonstração. Ver [19], páginas 15 e 16, Teoremas 4.5 e 4.6.

Proposição 2.9. Sejam (X, ‖ · ‖X) um espaço de Banach e B : D(B) ⊂ X → X um operador

linear com resolvente não vazio. Então, B tem resolvente compacto se, e somente se, a aplicação

inclusão i : (D(B), ‖ · ‖D(B))→ (X, ‖ · ‖X) é compacta.

Demonstração. Ver [10], Proposição 5.8.

Proposição 2.10. Seja X um espaço de Banach. Se B : D(B) ⊂ X → X é um operador linear

com resolvente compacto, então o espectro de B é formado apenas por autovalores de B.

Demonstração. Ver [10], Corolário 1.15.

2.2 ESPAÇOS Lp E ESPAÇOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Definição 2.11 (Espaços Lp). Seja I ⊂ R aberto e 0 < p <∞. Seja Lp(I) o conjunto de todas as

funções mensuráveis f : I → R tais que |f |p é integrável (no sentido de Lebesgue) em I , ou seja,

Lp(I) =

{
f : I → R : f é mensurável e

∫
I

|f(x)|pdx <∞
}
.

Diremos que duas funções f, g ∈ Lp são equivalentes (f ∼ g), se f = g q.s. em I . Indicaremos

por Lp(I) o conjunto

Lp(I) = Lp(I)/ ∼ .

Para p =∞, definamos

L∞(I) = {f : I → R : f é limitada q.s. em I}.
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Observação 1. Lembremos que os elementos do conjunto Lp(I) são classes de equivalência de
funções em Lp(I). Entretanto, é conveniente olhar esses elementos como sendo funções. Assim
vamos escrever f ∈ Lp(I) no lugar de [f ] ∈ Lp(I).

Observação 2. Temos que

(i) Se 0 < p ≤ ∞, então Lp(I) é um espaço vetorial.

(ii) Seja f ∈ Lp(I) e 0 < p <∞. Denotaremos a norma em LP (I) por

‖f‖LP (I) =

(∫
I

|f(x)|pdx
) 1

p

.

(iii) Seja f ∈ L∞(I). Denotaremos a norma em L∞(I) por

‖f‖L∞(I) = sup
x∈I

ess|f(x)| = inf{C > 0 : |f(x)| ≤ C q.s. em I}.

Definição 2.12. Uma função mensurável f : I → R é dita localmente integrável se∫
K

f(x)dx <∞,∀K ⊂ I compacto .

Indicaremos por Lploc(I) o conjunto de todas as funções mensuráveis f : I → R tais que |f |p é

localmente integrável, isto é,

Lploc(I) =

{
f : I → R :

∫
K

|f(x)|pdx <∞,∀K ⊂ I compacto
}
.

Definição 2.13 (Espaços W 1,p). Seja I = (a, b) com −∞ ≤ a < b ≤ +∞ e p ∈ R com

1 ≤ p ≤ ∞. O Espaço de Sobolev W 1,p(I) é definido por

W 1,p(I) =

{
u ∈ Lp(I) : existe g ∈ Lp(I) com

∫
I

uϕ′dx = −
∫
I

gϕdx,∀ϕ ∈ C1
0(I)

}
.

No caso particular p = 2, denotamos W 1,2(I) = H1(I), ou seja, W 1,2(I) é definido por

H1(I) =

{
u ∈ L2(I) : existe g ∈ L2(I) com

∫
I

uϕ′dx = −
∫
I

gϕdx,∀ϕ ∈ C1
0(I)

}
.

Observação 3. Dada u ∈ W 1,p(I), a função g é chamada de derivada fraca de u em W1, p(I) e
será denotada por ux.

Proposição 2.14. (i) O espaçoW 1,p(I) é um espaço vetorial normado, munido da norma usual

‖u‖W 1,p(I) = ‖u‖Lp(I + ‖ux‖Lp(I),∀u ∈ W 1,p(I), 1 ≤ p ≤ ∞.
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Além disso, se 1 < p <∞, então podemos definir a norma

‖u‖W 1,p(I) =
(
‖u‖pLp(I) + ‖ux‖pLp(I)

) 1
p

em W 1,p(I), a qual é equivalente à norma usual.

(ii) O espaço H1(I) é um espaço vetorial normado com produto interno e norma definidos,

respectivamente, por

(u, v)H1(I) = (u, v)L2(I) + (ux, vx)L2(I) =

∫
I

uvdx+

∫
I

uxvxdx,∀u, v ∈ H1(I),

‖u‖H1(I) =

(∫
I

|u|2dx+

∫
I

|ux|2dx
)1/2

=
(
‖u‖2L2(I) + ‖ux‖2L2(I)

)1/2
.

Proposição 2.15 (Desigualdade de Young com ε). Dados a, b ≥ 0, 1 < p, q < ∞ expoentes

conjugados, isto é, tais que 1
p

+ 1
q

= 1 e ε > 0, então existe uma constante Cε > 0 tal que

ab ≤ εap + Cεb
q.

Demonstração. Ver [11], página 622, Seção B.2.

Proposição 2.16 (Desigualdade de Hölder). Seja I ⊂ R aberto e sejam p, q expoentes conjugados,

1 ≤ p ≤ ∞. Se f ∈ Lp(I) e g ∈ Lq(I), então fg ∈ L1(I) e

‖fg‖L1(I) ≤ ‖f‖Lp(I)‖g‖Lq(I).

Demonstração. Ver [5], página 92, Teorema 4.6.

Proposição 2.17 (Lema de Du Bois-Reymond). Sejam I ⊂ R um aberto e u ∈ L1
loc(I). Se∫

I

u(x)φx(x)dx = 0, ∀φ ∈ C∞0 (I),

então existe uma constante C tal que u = C quase sempre em I .

Demonstração. Ver [5], Lema 8.1.

Proposição 2.18 (Imersão de Sobolev). H1(I) ⊂ L∞(I), para todo 1 ≤ p ≤ ∞, com inclusão

contínua, ou seja, existe uma constante C = C(|I|) > 0, |I| ≤ ∞, tal que ‖u‖L∞(I) ≤ C‖u‖H1(I),

para todo u ∈ H1(I).

Demonstração. Ver [5], página 282, Teorema 9.2.

Proposição 2.19. Seja I ⊂ R um intervalo limitado. Então, as seguintes inclusões são compactas

(e, consequentemente, contínuas):
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(i) i : (H2, ‖ · ‖H2)→ (H1, ‖ · ‖H1),

(ii) i : (H1, ‖ · ‖H1)→ (C(I), ‖ · ‖L∞).

Demonstração. Ver [1], Teorema 6.3.

Proposição 2.20 (Desigualdade de Poincaré). Seja I ⊂ R um intervalo limitado. Então, existe

uma constante C = C(|I|) > 0 tal que

‖u‖H1(I) ≤ C‖ux‖L2(I),

para toda função u ∈ H1
0 (I) ou u ∈ H1

∗ (I), onde

H1
0 (I) = {u ∈ H1(I) : u = 0 em ∂I},

H1
∗ (I) =

{
u ∈ H1(I) :

1

|I|

∫
I

u(x)dx = 0

}
.

Demonstração. Ver [5], página 218, Proposição 8.13.

Lema 2.21. O Espaço (H1
∗ (I), ‖ · ‖H1(I)) é Banach.

Demonstração. Seja {un}n∈N uma sequência de Cauchy em H1
∗ (I). Deste modo, a sequência

{un}n∈N é de Cauchy emH1(I), que é completo. Logo, existe u ∈ H1(I) tal que ‖un−u‖H1(I) →
0 para n suficientemente grande.

Além disso, utilizando as desigualdades de Hölder e de Poincaré, tem-se, para todo n ∈ N,

0 ≤
∣∣∣∣ ∫

I

un(x)dx−
∫
I

u(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
I

|un(x)− u(x)|dx

≤
(∫

I

dx

) 1
2
(∫

I

|un(x)− u(x)|2dx
) 1

2

≤
√
|I|‖un − u‖2

≤ |I|
1
2‖un − u‖H1(I).

Logo, para n suficientemente grande, segue que

lim
n→∞

∫
I

un(x)dx =

∫
I

u(x)dx,

o que implica
1

|I|

∫
I

u(x)dx = lim
n→∞

1

|I|

∫
I

un(x)dx = 0.

Desde modo, u ∈ H1
∗ (I), isto é, un converge para u em H1

∗ (I). Portanto, o espaço
(H1
∗ (I), ‖ · ‖H1(I)) é Banach.
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Observação 4. Para mostrar que (L2
∗(I), ‖ · ‖L2(I)) é Banach, onde

L2
∗(I) =

{
u ∈ L2(I) :

1

|I|

∫
I

u(x)dx = 0

}
,

basta mostrar que tal espaço é fechado.

Lema 2.22. Seja I = (a, b) ⊂ R e uma função f ∈ C1[a, b] arbitrária. Então,

Re
∫ b

a

f u uxdx =
1

2
f |u|2

∣∣∣∣b
a

− 1

2

∫ b

a

f ′|u|2dx, (2.1)

para toda u ∈ H1(I).

Demonstração. Usando integração por partes, temos que∫ b

a

f u uxdx = f |u|2
∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

(fu)x u dx,

implicando em ∫ b

a

f(uux + uxu)dx = f |u|2
∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

f ′|u|2dx. (2.2)

Observando que para todos v, w ∈ C, Re (vw) = Re (wv), temos que, considerando a parte
real em (2.2),

Re
∫ b

a

f u uxdx =
1

2
f |u|2

∣∣∣∣b
a

− 1

2

∫ b

a

f ′|u|2dx.

2.3 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definição 2.23. Sejam X um espaço de Banach e A ∈ L(X). Definimos o domínio do operador

A como

D(A) = {u ∈ X : Au ∈ X},

equipado com a norma

‖u‖D(A) = |u|X + |Au|X .

Além disso, definimos o domínio do operador An, n ∈ N, como

D(An) = {u ∈ D(An−1) : Au ∈ D(An−1)}

= {u ∈ X : Aku ∈ X, k = 1, ..., n},

equipado com a norma

‖u‖D(An) =
n∑
k=0

|Anu|X ,
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onde A0u = u.

Teorema 2.24 (Lumer-Phillips). Se A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contra-

ções em um espaço de Banach X , então

(i) A é dissipativo, isto é, Re(Ax, x)X ≤ 0, para todo x ∈ D(A).

(ii) Im(λI − A) = X , para todo λ > 0.

Reciprocamente, se

(iii) D(A) é denso em X;

(iv) A é dissipativo;

(v) Im(λ0I − A) = X , para algum λ0 > 0,

então A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações.

Demonstração. Ver [19], página 16, Teorema 4.6.

Corolário 2.25. Seja A um operador linear dissipativo com domínio D(A) denso em um espaço

de HilbertX . Se 0 ∈ ρ(A), entãoA é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações

em X .

Demonstração. Ver [22], página 88, Teorema 2.12.3.

Teorema 2.26. Se A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {S(t)}t≥0 em um espaço de

Banach X , então para cada u0 ∈ D(A) ⊂ X , existe uma única função u na classe

u ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1(R+;X),

que é solução clássica regular do PVI
du

dt
(t) = A(u(t)), t > 0,

u(0) = u0,

dada por u(t) = S(t)u0. Se {S(t)}t≥0 for um C0-semigrupo de contrações, temos que

‖u(t)‖X ≤ ‖u0‖X e
∥∥∥∥dudt (t)

∥∥∥∥
X

≤ ‖Au0‖X .

Além disso, se u0 ∈ D(An), n ≥ 2, então existe uma única função u na classe

u ∈
n⋂
r=0

Cn−r([0,+∞), D(Ar)).

Demonstração. Ver [5], página 185, Teorema 7.4 e [23], página 36, Teorema 2.3.1.
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2.4 RESULTADOS DE ESTABILIDADE

Nesta seção enunciaremos dois resultados importantes para a caracterização da estabilidade
para um C0-semigrupo de contrações. O primeiro resultado é uma versão adaptada para espaços
de Hilbert e fornece a caracterização de estabilidade exponencial para um C0-semigrupo de con-
trações eAt cujo gerador infinitesimal é o operador A. Para mais informações sobre este resultado,
ver [12, 17, 20].

O segundo resultado foi estabelecido recentemente por Borichev e Tomilov em [3] e for-
nece uma caracterização de decaimento do tipo polinomial para C0-semigrupo limitados. Aqui,
enunciaremos uma adaptação deste resultado, que será de grande utilidade para os estudos a se-
guir. A versão completa deste resultado pode ser encontrada em [3], no Teorema 2.4.

Teorema 2.27 (Teorema de Prüss). Um C0-semigrupo de contrações S(t) = eAt definido em um

espaço de Hilbert X é exponencialmente estável se, e somente se, valem as duas condições a

seguir

(i) iR ⊆ ρ(A);

(ii) lim sup
|λ|→∞

‖(iλI − A)−1‖L(X) <∞;

Demonstração. Ver [12, 17, 20].

Definição 2.28. Escrevemos

f = O(g), quando λ→ λ0,

desde que exista uma constante positiva C > 0 tal que

|f(λ)| ≤ C|g(λ)|,

para todo λ suficientemente perto de λ0.

Teorema 2.29 (Teorema de Borichev- Tomilov). Suponhamos que S(t) = eAt seja umC0-semigrupo

limitado definido em um espaço de Hilbert X tal que iR ⊂ ρ(A). Então, as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) ‖S(t)A−1‖L(X) = O(t−1/α), t→∞;

(ii) ‖(iλI − A)−1‖L(X) = O(|λ|α), |λ| → ∞,

para alguma constante fixada α > 0.

Demonstração. Ver [3], Teorema 2.4.

Observação 5. Para simplificar as notações, durante o decorrer dos estudos realizados neste
trabalho, denotaremos os conjuntos H1

0 (0, L), H1
∗ (0, L), C1

0(0, L), C∞0 (0, L) e L2(0, L) por H1
0 ,

H1
∗ , C

1
0 , C

∞
0 e L2 respectivamente. Além disso, ‖ · ‖2 representará a norma ‖ · ‖L2(0,L) no espaço

L2(0, L).
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3 SISTEMA DE BRESSE CONSERVATIVO

Neste capítulo, encontra-se uma desigualdade fundamental para o estudo dos problemas
que serão abordados nos próximos capítulos. De fato, para estudar alguns problemas de Bresse
com coeficientes variáveis ou constantes e diferentes condições de fronteira, vamos lidar com uma
condição local onde será possível trabalhar com algumas funções de corte, essenciais na obtenção
das estimativas locais. Logo, para estender tal estimativa local à uma estimativa sobre todo domínio
(0, L), será fundamental a aplicação dos resultados deste capítulo.

Os resultados deste capítulo ainda não foram encontrados na literatura. Deste modo, mo-
tivados por [2], onde os autores enunciaram uma desigualdade de observabilidade para sistemas
de Timoshenko e obtiveram bons resultados ao usarem tais funções de corte, enunciamos e de-
monstramos os resultados deste capítulo. Além disso, em [21], buscamos compreender quais os
multiplicadores ideais a serem aplicados, neste caso, para os sistemas de Bresse.

3.1 DESIGUALDADE DE OBSERVABILIDADE PARA SISTEMAS DO TIPO BRESSE

No que segue, vamos mostrar duas desigualdades, as quais são comumente chamadas de
“desigualdade de observabilidade”, para uma classe ampla (e abstrata) de sistemas do tipo Bresse.

Iniciamos considerando o seguinte sistema de equações:

iβϕ− Φ = g1 em (0, L), (3.1)

iβρ1Φ− (k(ϕx + ψ + lw))x − k0l(wx − lϕ) = g2 em (0, L), (3.2)

iβψ −Ψ = g3 em (0, L), (3.3)

iβρ2Ψ− (bψx)x + k(ϕx + ψ + lw) = g4 em (0, L), (3.4)

iβw −W = g5 em (0, L), (3.5)

iβρ1W − (k0(wx − lϕ))x + kl(ϕx + ψ + lw) = g6 em (0, L), (3.6)

onde g1, g3, g5 ∈H1
0 e g2, g4, g6 ∈L2, ou g1 ∈H1

0 , g3, g5 ∈H1
∗ , g2 ∈L2, g4, g6 ∈L2

∗ e os coeficientes
ρ1, ρ2, k, k0, b, l satisfazem

ρ1, ρ2, k, k0, b ∈ C1[0, L], ρ1, ρ2, k, k0, b > 0 em [0, L]. (3.7)

Começaremos denotando por V e G as seguintes funções vetoriais V = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W )

e G = (g1, g2, g3, g4, g5, g6). Além disso, considerando 0 ≤ a1 < a2 ≤ L, a notação ‖ · ‖a1,a2
significa

‖V ‖2a1, a2 =

∫ a2

a1

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |Φ|2 + |ψx|2 + |Ψ|2 + |wx − lϕ|2 + |W |2

)
dx.
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Além disso, para j = 1, 2, considere também a seguinte notação

I(aj) = |(ϕx + ψ + lw)(aj)|2 + |Φ(aj)|2 + |ψx(aj)|2 + |Ψ(aj)|2 + |(wx − lϕ)(aj)|2 + |W (aj)|2.

Proposição 3.1. Sob as notações anteriores, seja V = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) uma solução regular de

(3.1)-(3.6) e sejam 0 ≤ a1 < a2 ≤ L quaisquer. Então, existem constantes C0, C1 > 0 tais que,

para j = 1, 2,

I(aj) ≤ C0‖V ‖2a1,a2 + C0‖G‖20, L, (3.8)

‖V ‖2a1,a2 ≤ C1I(aj) + C1‖G‖20, L. (3.9)

Demonstração. Consideremos uma função fixada q1 ∈ C1[a1, a2]. Multiplicando a equação (3.2)
por q1k(ϕx + ψ + lw) e integrando sobre (a1, a2), obtemos∫ a2

a1

kq1g2(ϕx + ψ + lw)dx =−
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(iβ(ϕx + ψ + lw))dx︸ ︷︷ ︸
:=J1

−
∫ a2

a1

q1(k(ϕx + ψ + lw))x(k(ϕx + ψ + lw))dx︸ ︷︷ ︸
:=J2

−
∫ a2

a1

lk0kq1(wx − lϕ)(ϕx + ψ + lw)dx. (3.10)

Usando as equações (3.1), (3.3) e (3.5), integrando por partes, considerando a parte real de
J1 e o Lema 2.22, segue que

Re J1 =− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(iβ(ϕx + ψ + lw))dx

=− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(g1,x + Φx + g3 + Ψ + lg5 + lW )dx

=− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ Φxdx− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(g1,x + g3 + lg5) dx

− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(Ψ + lW ) dx

=− 1

2
ρ1q1k |Φ|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(ρ1q1k)x|Φ|2 dx

− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(g1,x + g3 + lg5) dx− Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(Ψ + lW ) dx. (3.11)

Além disso, do Lema 2.22,

Re J2 =− 1

2
q1k

2 |ϕx + ψ + lw|2
∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

q1,xk
2|ϕx + ψ + lw|2 dx. (3.12)
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Assim, considerando a parte real de (3.10) e substituindo (3.11) e (3.12), obtemos

−1

2

(
ρ1q1k|Φ|2 + q1k

2|ϕx + ψ + lw|2
)∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(
(ρ1q1k)x|Φ|2 + q1,xk

2|ϕx + ψ + lw|2
)
dx

= Re
∫ a2

a1

kq1g2(ϕx + ψ + lw) dx+ Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(g1,x + g3 + lg5)dx

+ Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(Ψ + lW )dx+ Re
∫ a2

a1

lk0kq1(wx − lϕ)(ϕx + ψ + lw)dx. (3.13)

Agora fixamos uma outra função q2 ∈ C1[a1, a2]. Multiplicando (3.4) por q2bψx e inte-
grando sobre (a1, a2), temos∫ a2

a1

bq2g4ψxdx =−
∫ a2

a1

ρ2q2bΨ(iβψx)dx︸ ︷︷ ︸
:=J3

−
∫ a2

a1

q2(bψx)x(bψx)dx︸ ︷︷ ︸
:=J4

+

∫ a2

a1

q2bk(ϕx + ψ + lw)ψxdx︸ ︷︷ ︸
:=J5

. (3.14)

Usando a equação (3.3), integrando por partes, considerando a parte real de J3 e utilizando
o Lema 2.22, obtemos

Re J3 =− Re
∫ a2

a1

ρ2q2bΨ(iβψx)dx

=− Re
∫ a2

a1

ρ2q2bΨ Ψxdx− Re
∫ a2

a1

ρ2q2bΨ g3,xdx

=− 1

2
ρ2q2b |Ψ|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(q2ρ2b)x|Ψ|2 dx− Re
∫ a2

a1

ρ2q2bΨg3,x dx. (3.15)

Novamente, pelo Lema 2.22, segue que

Re J4 = − 1

2
q2b

2|ψx|2
∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

q2,xb
2|ψx|2 dx. (3.16)

Utilizando integração por partes,

J5 =

∫ a2

a1

bq2k(ϕx + ψ + lw)ψxdx

= bq2k(ϕx + ψ + lw)ψ

∣∣∣∣a2
a1

−
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)ψdx︸ ︷︷ ︸
:=J5.1

−
∫ a2

a1

bq2(k(ϕx + ψ + lw)x)ψdx︸ ︷︷ ︸
:=J5.2

.
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Assim, utilizando a equação (3.3),

J5.1 = −
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)ψdx

= −
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)

(
g3 + Ψ

iβ

)
dx

= − i
β

∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)g3dx−
i

β

∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)Ψdx.

Considerando a parte real,

Re J5.1 =
1

β
Im
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)g3dx+
1

β
Im
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)Ψdx.

Por outro lado, usando as equações (3.2) e (3.3),

J5.2 = −
∫ a2

a1

bq2(k(ϕx + ψ + lw))xψdx

=

∫ a2

a1

bq2(g2 + k0l(wx − lϕ)− iβρ1Φ)ψdx

=

∫ a2

a1

bq2g2ψdx+

∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)

(
g3 + Ψ

iβ

)
dx+

∫ a2

a1

bq2ρ1Φ (iβψ)dx.

Considerando sua parte real,

Re J5.2 = Re
∫ a2

a1

bq2g2ψdx−
1

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)g3dx

− 1

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)Ψdx+ Re
∫ a2

a1

bq2ρ1Φg3dx+ Re
∫ a2

a1

bq2ρ1ΦΨdx.

Portanto, considerando a parte real de J5, temos

Re J5 = Re

(
bq2k (ϕx + ψ + lw)ψ

∣∣∣∣a2
a1

)
+

1

β
Im
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)g3dx

+
1

β
Im
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)Ψdx+ Re
∫ a2

a1

bq2g2ψdx

− 1

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)g3dx−
1

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)Ψdx

+ Re
∫ a2

a1

bq2ρ1Φg3dx+ Re
∫ a2

a1

bq2ρ1ΦΨdx. (3.17)

Retornando a (3.14), considerando sua parte real e substituindo (3.15), (3.16) e (3.17),
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obtemos

−1

2

(
ρ2q2b |Ψ|2 + q2b

2|ψx|2
)∣∣∣∣a2

a1

+
1

2

∫ a2

a1

(
(ρ2q2b)x|Ψ|2 + q2,xb

2|ψx|2
)
dx

= Re
∫ a2

a1

bq2g4ψxdx+ Re
∫ a2

a1

ρ2q2bΨg3,xdx− Re
(
bq2k(ϕx + ψ + lw)ψ

)∣∣∣∣a2
a1

− 1

β
Im
∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)g3dx−
1

β

∫ a2

a1

(bq2)xk(ϕx + ψ + lw)Ψdx

− Re
∫ a2

a1

bq2g2ψdx+
1

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)g3dx+
1

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)Ψdx

− Re
∫ a2

a1

ρ1q2bΦg3dx− Re
∫ a2

a1

ρ1q2bΦΨdx. (3.18)

Por fim, fixamos uma função q3 ∈ C1[a1, a2]. Multiplicando (3.6) por q3k0(wx − lϕ) e
integrando sobre (a1, a2), obtemos∫ a2

a1

k0q3g6(wx − lϕ)dx =−
∫ a2

a1

ρ1q3k0W (iβ(wx − lϕ))dx︸ ︷︷ ︸
:=J6

−
∫ a2

a1

q3(k0(wx − lϕ))x(k0(wx − lϕ))dx︸ ︷︷ ︸
:=J7

+

∫ a2

a1

lkk0q3(ϕx + ψ + lw)(wx − lϕ)dx. (3.19)

Integrando por partes, usando as equações (3.1) e (3.5), considerando a parte real de J6 e
utilizando o Lema 2.22, obtemos

Re J6 =− Re
∫ a2

a1

ρ1k0q3W (iβ(wx − lϕ)dx

=− Re
∫ a2

a1

ρ1k0q3W (g5,x +Wx − lg1 − lΦ)dx

=− Re
∫ a2

a1

ρ1k0q3W Wxdx+ Re
∫ a2

a1

lρ1k0q3WΦ dx− Re
∫ a2

a1

ρ1k0q3W (g5,x − lg1) dx

=− 1

2
ρ1q3k0 |W |2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(ρ1q3k0)x|W |2 dx

+ Re
∫ a2

a1

lρ1k0q3WΦ dx− Re
∫ a2

a1

ρ1k0q3W (g5,x − lg1) dx. (3.20)

Além disso, novamente, pelo Lema 2.22,

Re J7 = − 1

2
q3k

2
0|wx − lϕ|2

∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

q3,xk
2
0|wx − lϕ|2 dx. (3.21)
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Logo, considerando a parte real de (3.19) e substituindo (3.20) e (3.21), temos que

−1

2

(
ρ1q3k0 |W |2 + q3k

2
0|wx − lϕ|2

)∣∣∣∣a2
a1

+
1

2

∫ a2

a1

(
(ρ1q3k0)x|W |2 + q3,xk

2
0|wx − lϕ|2

)
dx

= Re
∫ a2

a1

k0q3g6(wx − lϕ)dx− Re
∫ a2

a1

lρ1k0q3WΦdx

+ Re
∫ a2

a1

ρ1k0q3W (g5,x − lg1)dx− Re
∫ a2

a1

lkk0q3(ϕx + ψ + lw)(wx − lϕ)dx. (3.22)

Combinando as igualdades (3.13), (3.18) e (3.22), chegamos a∫ a2

a1

(
q1,xk

2|ϕx + ψ + lw|2 + (ρ1q1k)x|Φ|2 + q2,xb
2|ψx|2 + (ρ2q2b)x|Ψ|2

)
dx

+

∫ a2

a1

(
q3,xk

2
0|wx − lϕ|2 + (ρ1k0q3)x|W |2

)
dx

=
(
q1k

2|ϕx + ψ + lw|2 + ρ1q1k |Φ|2 + q2b
2|ψx|2 + ρ2q2b |Ψ|2

)∣∣∣∣a2
a1

+
(
q3k

2
0|wx − lϕ|2 + ρ1q3k0|W |2

)∣∣∣∣a2
a1

+ P (a1, a2) + J10 + J11 + J12 + J13. (3.23)

para quaisquer q1, q2, q3 ∈ C1[a1, a2], onde

P (a1, a2) = −2Re

(
bq2k (ϕx + ψ + lw)ψ

∣∣∣∣a2
a1

)
,

J10 =2 Re
∫ a2

a1

(
ρ1q1k − ρ1q2b

)
ΦΨ dx+ 2 Re

∫ a2

a1

l
(
ρ1q1k − ρ1q3k0

)
WΦ dx.

J11 =− 2

β
Im
∫ a2

a1

k(q2b)x(ϕx + ψ + lw)Ψ dx+
2

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)Ψ dx,

J12 =− 2

β
Im
∫ a2

a1

(q2b)xk(ϕx + ψ + lw)g3dx+
2

β
Im
∫ a2

a1

bq2k0l(wx − lϕ)g3dx

+ 2Re
∫ a2

a1

bq2(g4ψx + ρ2Ψg3,x − ρ1Φg3 − g2ψ)dx+ 2Re
∫ a2

a1

kq1g2(ϕx + ψ + lw)dx

+ 2Re
∫ a2

a1

ρ1q1kΦ(g1,x + g3 + lg5)dx+ 2Re
∫ a2

a1

k0q3g6(wx − lϕ)dx

+ 2 Re
∫ a2

a1

ρ1q3k0W (g5,x − lg1)dx,

J13 =2 Re
∫ a2

a1

lkk0(q1 − q3)(ϕx + ψ + lw)(wx − lϕ) dx.

Deste modo, estamos aptos a concluir (3.8) e (3.9) para os casos em que j = 1, 2. Separa-
remos estas conclusões em dois casos:

(i) Prova de (3.8) e (3.9) para j=2. Neste caso, consideremos q1, q2, q3 ∈ C1[a1, a2] tais
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que

(q1k)(x) = (q2b)(x) = (q3k0)(x) =

∫ x

a1

ensds.

para todo x ∈ [a1, a2] e para algum n ∈ N a ser determinado posteriormente. Com isto, temos que
J10 = 0.

Além disso, de (3.7) e da Desigualdade de Hölder, existe uma constante Cn > 0 tal que

|J11| ≤
Cn
|β|
‖V ‖2a1,a2 e |J12| ≤ Cn‖V ‖a1,a2‖G‖0,L. (3.24)

Por outro lado, usando (3.3), as desigualdades de Hölder e Young e a inclusão contínua
H1(a1, a2) ↪→ L∞(a1, a2), temos que existe uma constante Cn > 0 tal que

|P (a1, a2)| ≤
Cn
|β|
|(ϕx + ψ + lw)(a2)|2 +

Cn
|β|
|Ψ(a2)|2 + Cn‖G‖20,L. (3.25)

Agora, observe que

(q1 − q3)(x) =
(k0 − k)(x)

(k0k)(x)

(
enx − ena1

n

)
,

implicando que

[(lk0k)(q1 − q3)](x) = [l(k0 − k)](x)

(
enx − ena1

n

)
.

Deste modo, de (3.7) e usando a Desigualdade de Young, existe uma constante C > 0 tal
que

|J13| ≤
C

n

∫ a2

a1

exn
(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2

)
dx. (3.26)

A fim de concluir (3.9) para j = 2, mostraremos uma resultado auxiliar que será de extrema
importância no decorrer das limitações.

Afirmação. Seja q ∈ C1[a1, a2] tal que

q(x) = γ(x)

∫ x

a1

ensds,

onde γ ∈ C1[a1, a2] é tal que γ0 ≤ γ(x) ≤ γ1 para todo x ∈ [a1, a2], com 0 < γ0 < γ1. Então,
para n suficientemente grande,

q′(x) ≥ 1

2
γ0e

xn, (3.27)

para todo x ∈ [a1, a2].

Com efeito,

q′(x) = enxγ(x) + γ′(x)

(
enx − ena1

n

)
.
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Sendo γ′(x) ≥ −‖γ′‖∞ e γ(x) ≥ γ0 para todo x ∈ [a1, a2], temos que

q′(x) ≥ enxγ(x) + ‖γ′‖∞
(
ena1 − enx

n

)
≥ 1

n

[
enx(γ0n− ‖γ′‖∞) + ‖γ′‖∞ena1

]
≥ 1

n
(enx(γ0n− ‖γ′‖∞)).

Logo, considerando n suficientemente grande tal que

γ0n

2
≥ ‖γ′‖∞, (3.28)

temos que

q′(x) ≥ 1

2
γ0e

nx,

para todo x ∈ [a1, a2], provando (3.27).
Agora, em (3.23), substituindo as estimativas (3.24), (3.25) e (3.26), utilizando (3.7) e

(3.27), considerando n ∈ N suficientemente grande satisfazendo (3.28) para todas as funções γ
específicas presentes em (3.23), existem constantes C, α0 > 0 tais que

1

2
α0

∫ a2

a1

enx
(
|ϕx + ψx + lw|2 + |Φ|2 + |ψx|2 + |Ψ|2 + |wx − lϕ|2 + |W |2

)
dx

≤CI(a2) +
C

|β|
‖V ‖2a1,a2 + C‖G‖20,L + C‖V ‖a1,a2‖G‖0,L

+
C

n

∫ a2

a1

enx
(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2

)
dx.

Observe que, neste momento a constante C > 0 deixa de depender de um n ∈ N arbi-
trário, pois já consideramos um n ∈ N fixo que satisfaça (3.28). Porém, considerando n0 ∈ N
suficientemente grande satisfazendo (3.28) e tal que

1

2
α0 −

C

n0

> 0,

temos que existe uma constante C > 0 tal que

Cen0a1‖V ‖2a1,a2 ≤ CI(a2) +
C

|β|
‖V ‖2a1,a2 + C‖V ‖a1,a2‖G‖0,L + C‖G‖20,L.

Considerando |β| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young com
ε > 0, existe C1 > 0 tal que

‖V ‖2a1,a2 ≤ C1 I(a2) + C1 ‖G‖20,L,
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de onde concluímos (3.9) para j = 2.

Para concluir (3.8) para o caso em que j = 2, na equação (3.23) seja n0 ∈ N considerando
anteriormente e utilizando (3.7) juntamente com a limitações (3.24), (3.25) e (3.26), existe uma
constante C > 0 tal que

I(a2) ≤ C‖V ‖2a1,a2 +
C

|β|
|(ϕx + ψ + lw)(a2)|2 +

C

|β|
|Ψ(a2)|2 + C‖G‖20,L

+
C

|β|
‖V ‖2a1,a2 + C‖V ‖a1,a2‖G‖0,L + Cen0a2‖V ‖2a1,a2 .

Sendo |β| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young, existe C0 > 0

tal que
I(a2) ≤ C0‖V ‖2a1,a2 + C0‖G‖20,L.

Portanto, mostramos as desigualdades (3.8) e (3.9) para o caso em que j = 2.

(ii) Prova de (3.8) e (3.9) para j=1. Considere q1, q2, q3 ∈ C1[a1, a2] tais que

(q1k)(x) = (q2b)(x) = (q3k0) = −
∫ a2

x

e−msds,

para todo x ∈ [a1, a2] em ∈ N a ser determinado. Prosseguindo de maneira análoga ao caso j = 2,
as estimativas (3.8) e (3.9) podem ser concluídas para o caso j = 1.

De fato, inicialmente obtemos J10 = 0. Analogamente ao caso (i), de (3.7) e usando a
Desigualdade de Hölder, existe uma constante Cm > 0 tal que

|J11| ≤
Cm
|β|
‖V ‖2a1,a2 e |J12| ≤ Cm‖V ‖a1,a2‖G‖0,L. (3.29)

Utilizando a equação (3.3), as desigualdades de Hölder e Young e a inclusão contínua
H1(a1, a2) ↪→ L∞(a1, a2), existe uma constante Cm > 0 tal que

|P (a1)| ≤
Cm
|β|
|(ϕx + ψ + lw)(a1)|2 +

Cm
|β|
|Ψ(a1)|2 + Cm‖G‖20,L. (3.30)

Além disso, de (3.7) e da Desigualdade de Young, existe uma constante C > 0 tal que

|J13| ≤ C

∫ a2

a1

e−mx
(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2

)
dx. (3.31)

Novamente, com a intenção de mostrarmos a Desigualdade (3.9) para j = 1, enunciaremos
e mostraremos o seguinte resultado:

Afirmação. Seja q ∈ C1[a1, a2] tal que

q(x) = −γ(x)

∫ a2

x

e−msds,
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onde γ ∈ C1[a1, a2] é tal que γ0 ≤ γ(x) ≤ γ1 para todo x ∈ [a1, a2], com 0 < γ0 < γ1. Então,
para m suficientemente grande,

q′(x) ≥ 1

2
γ0e
−mx, (3.32)

para todo x ∈ [a1, a2].

Com efeito,

q′(x) = e−mxγ(x)− γ′(x)

(
e−ma2 − e−mx

−m

)
.

Sendo −γ′(x) ≥ −‖γ′‖∞ e γ(x) ≥ γ0 para todo x ∈ [a1, a2], temos que

q′(x) ≥ 1

m
(e−mx(γ0m− ‖γ′‖∞)).

Portanto, considerando m suficientemente grande tal que

γ0m

2
≥ ‖γ′‖∞, (3.33)

temos que

q′(x) ≥ 1

2
γ0e
−mx

para todo x ∈ [a1, a2], concluindo (3.32).
Neste momento, em (3.23), substituindo as estimativas (3.29), (3.30) e (3.31), utilizando

(3.7) e (3.32), considerando m ∈ N suficientemente grande satisfazendo (3.33) para todas as
funções γ específicas presentes em (3.23), existem constantes C, α1 > 0 tais que

1

2
α1

∫ a2

a1

e−mx
(
|ϕx + ψx + lw|2 + |Φ|2 + |ψx|2 + |Ψ|2 + |wx − lϕ|2 + |W |2

)
dx

≤CI(a1) +
C

|β|
‖V ‖2a1,a2 + C‖G‖20,L + C‖V ‖a1,a2‖G‖0,L

+
C

m

∫ a2

a1

e−mx
(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2

)
dx.

Observemos, mais uma vez, que a constante C > 0 não depende de um m ∈ N arbitrário,
pois tomamos m ∈ N fixo satisfazendo (3.33). Agora, considerando m0 ∈ N suficientemente
grande satisfazendo (3.33) e tal que

1

2
α1 −

C

m0

> 0,

temos que existe uma constante C > 0 tal que

Cem0a2‖V ‖2a1,a2 ≤ CI(a1) +
C

|β|
‖V ‖2a1,a2 + C‖V ‖a1,a2‖G‖0,L + C‖G‖20,L.

Considerando |β| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young com
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ε > 0, existe C1 > 0 tal que

‖V ‖2a1,a2 ≤ C1 I(a1) + C1 ‖G‖20,L,

provando (3.9) para o caso j = 1.
Por fim, vamos concluir (3.8) no caso em que j = 1. De fato, na equação (3.23), seja

m0 ∈ N tomado anteriormente e utilizando (3.7) juntamente com (3.29), (3.30) e (3.31), existe
uma constante C > 0 tal que

I(a1) ≤ C‖V ‖2a1,a2 +
C

|β|
|(ϕx + ψ + lw)(a1)|2 +

C

|β|
|Ψ(a1)|2 + C‖G‖20,L

+
C

|β|
‖V ‖2a1,a2 + C‖V ‖a1,a2‖G‖0,L + Cem0a1‖V ‖2a1,a2 .

Considerando |β| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young, existe
C0 > 0 tal que

I(a2) ≤ C0‖V ‖2a1,a2 + C0‖G‖20,L.

Portanto, mostramos as desigualdades (3.8) e (3.9) para todo j = 1, 2 e todo |β| > 1

suficientemente grande.

Corolário 3.2. Seja V = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) uma solução regular do sistema (3.1)-(3.6). Se, para

algum subintervalo (b1, b2) ⊂ (0, L), tivermos que

‖V ‖2b1,b2 ≤ Λ, (3.34)

onde Λ = Λ(U, V, β), então existe uma constante C > 0 tal que

‖V ‖20,L ≤ CΛ + C‖G‖20,L. (3.35)

Demonstração. De (3.8) e (3.34), em particular para (b1, b2), temos que

I(bj) ≤ C0Λ + C0‖G‖20,L, j = 1, 2. (3.36)

Usando (3.9) com a1 = 0 e a2 = b2 e (3.36) com j = 2, temos∫ b2

0

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |Φ|2 + |wx − lϕ|2 + |W |2 + |ψx|2 + |Ψ|2

)
dx ≤C1I(a2) + C1‖G‖20,L

≤C1C0Λ + C1‖G‖20,L
≤C2Λ + C2‖G‖20,L,

(3.37)

onde C2 = C1C0 + C1 > 0.
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Analogamente, usando (3.9) com a1 = b2, a2 = L e (3.36) com j = 2,∫ L

b2

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |Φ|2 + |wx − lϕ|2 + |W |2 + |ψx|2 + |Ψ|2

)
dx ≤C2Λ + C2‖G‖20,L.

(3.38)

Portanto, somando (3.37) e (3.38), existe uma constante C > 0 tal que

‖V ‖20,L ≤ CΛ + C‖G‖20,L.

Observação 6. O resultado do Corolário 3.2, como comentado anteriormente, será utilizado para
prolongar estimativas locais, a serem obtidas nos próximos capítulos. De fato, uma vez obtida
a estimativa num intervalo (b1, b2) ⊂ (0, L), utilizando o resultado do Corolário 3.2, poderemos
prolongar esta estimativa para todo o intervalo (0, L) e, com isto, obteremos os resultados de
estabilidade da solução do problema (1.9) independentes das condições de fronteira consideradas.
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4 SISTEMA TERMOELÁSTICO DE BRESSE PARCIALMENTE DISSIPATIVO

O objetivo deste capítulo é apresentar um estudo acerca da existência e unicidade e, poste-
riormente, avaliar o comportamento assintótico da solução do problema

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0 em (0, L)×(0,+∞),

θt − k1θxx +m(wx − lϕ)t = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ϑt − k1ϑxx +mψxt = 0 em (0, L)×(0,+∞),

(4.1)

com condições de iniciais

ϕ(·, 0) = ϕ0, ϕt(·, 0) = ϕ1, ψ(·, 0) = ψ0, ψt(·, 0) = ψ1,

w(·, 0) = w0, wt(·, 0) = w1, θ(·, 0) = θ0, ϑ(·, 0) = ϑ0,
(4.2)

com condições de fronteira do tipo Dirichlet

ϕ(x, t) = ψ(x, t) = w(x, t) = θ(x, t) = ϑ(x, t) = 0, x ∈ {0, L}, t ≥ 0, (4.3)

ou com condições de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

ϕ(x, t) = ψx(x, t) = wx(x, t) = θ(x, t) = ϑ(x, t) = 0, x ∈ {0, L}, t ≥ 0, (4.4)

onde os coeficientes ρ1, ρ2, k, k0, k1, l, b, γ e m são constantes positivas e as funções ϕ, ψ,w, θ e
ϑ descrevem, respectivamente, a oscilação vertical, o ângulo de rotação da seção transversal, a
oscilação longitudinal e as variações da temperatura de uma viga num formato de arco, fina e com
comprimento L, como apresentado no Capítulo 1.

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Inicialmente, nosso objetivo é reescrever o sistema (4.1)-(4.4) num problema de Cauchy
abstrato e, consequentemente, utilizar a teoria de semigrupos de operadores lineares para garantir
a existência e unicidade da solução deste problema. Para tal objetivo, enunciaremos e demonstra-
remos alguns resultados preliminares relacionados aos espaços definidos para a utilização da teoria
de semigrupos, bem como resultados que serão usados para o resultado de existência e unicidade
de solução do problema (4.1)-(4.4).

Primeiramente, considere o espaço

H1 = H1
0×L2×H1

0×L2×H1
0×L2×L2×L2,
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o qual usaremos para abordar o problema (4.1) com as condições de fronteira dadas em (4.3) e
considere também o espaço

H2 = H1
0×L2×H1

∗×L2
∗×H1

∗×L2
∗×L2×L2,

que será utilizado para abordar o problema (4.1) com as condições de fronteira dadas em (4.4).
Consideremos seus elementos da forma U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ Hj , para j = 1, 2.

Primeiramente, é possível observar que o espaço Hj , com j = 1, 2, é um espaço de Hilbert com a
norma | · |Hj proveniente do produto interno usual

(U,U∗)Hj = (ϕx, ϕ
∗
x)2 + (Φ,Φ∗)2 + (ψx, ψ

∗
x)2 + (Ψ,Ψ∗)2

+ (wx, w
∗
x)2 + (W,W ∗)2 + (θ, θ∗)2 + (ϑ, ϑ∗)2, (4.5)

para todo U,U∗ ∈ Hj . Porém, podemos considerar emHj a seguinte aplicação

((U,U∗))Hj = ρ1(Φ,Φ
∗)2 + ρ2(Ψ,Ψ

∗)2 + ρ1(W,W
∗)2

+ b(ψx, ψ
∗
x) + k(ϕx + ψ + lw, ϕ∗x + ψ∗ + lw∗)2

+ k0(wx − lϕ, w∗x − lϕ∗)2 +
γ

m
(θ, θ∗)2 +

γ

m
(ϑ, ϑ∗)2. (4.6)

Assim, para todo U ∈ Hj , tem-se a norma proveniente do produto interno (4.5):

|U |2Hj = ‖ϕx‖22 + ‖Φ‖22 + ‖ψx‖22 + ‖Ψ‖22 + ‖wx‖22 + ‖W‖22 + ‖θ‖22 + ‖ϑ‖22. (4.7)

Além disso, podemos considerar uma aplicação ‖·‖Hj : Hj → K proveniente da aplicação definida
em (4.6):

‖U‖2Hj = ρ1‖Φ‖22 + ρ2‖Ψ‖22 + ρ1‖W‖22 + b‖ψx‖22
+ k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 +

γ

m
‖θ‖22 +

γ

m
‖ϑ‖22. (4.8)

Lema 4.1. A aplicação ‖ · ‖Hj : Hj → K definida em (4.8) é uma norma para j = 1, 2. No caso

em que j = 2, tal aplicação é uma norma se a condição lL 6= nπ para todo n ∈ Z for satisfeita.

Demonstração. Seja U ∈ Hj tal que ‖U‖Hj = 0. Assim, segue que

Φ = Ψ = W = ϕx + ψ + lw = wx − lϕ = ψx = θ = ϑ = 0. (4.9)

Sendo ψx = 0, então para toda função φ ∈ C∞0 , usando integração por partes,∫ L

0

ψ(x)φx(x)dx = ψ(x)φ(x)

∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0

φ(x)ψx(x)dx = 0.

Logo, segue da Proposição 2.17 que existe c ∈ R tal que ψ = c. Para o caso em que
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ψ ∈ H1
0 , temos que ψ(L) = ψ(0) = 0. Utilizando a Proposição 2.19, temos que ψ é contínua em

[0, L], ou seja, como ψ é constante, temos que ψ = 0. No caso em que ψ ∈ H1
∗ ,

0 =
1

L

∫ L

0

ψ(x)dx =
1

L

∫ L

0

cdx = c.

Portanto, ψ = 0 em ambos os casos. Além disso, de (4.9), segue que{
ϕx + lw = 0,

wx − lϕ = 0.
(4.10)

Sendo ϕ ∈ H1
0 , obtemos o seguinte problema de valor de contorno{

ϕxx + l2ϕ = 0,

ϕ(0) = ϕ(L) = 0.
(4.11)

Considerando a solução ϕ ∈ C2(0, L) do sistema (4.11), segue que tal solução pode ser
descrita da seguinte forma

ϕ(x) = η sin(lx) + β cos(lx),

para algum η ∈ R e algum β ∈ R. Como ϕ(0) = 0, segue que β = 0 e, portanto,

ϕ(x) = η sin(lx).

No caso em que w ∈ H1
0 , substituindo ϕ(x) = η sin(lx) em (4.10) e usando o fato de que

ϕ(L) = 0, segue que η = 0 e, deste modo, ϕ = w = 0. Portanto, U = 0.
Porém, no caso em que w ∈ H1

∗ , só é possível garantir que η = 0 e, consequentemente,
ϕ = w = 0, quando lL 6= nπ para todo n ∈ N. Logo, a condição de que lL 6= nπ para todo n ∈ N
é necessária para garantir U = 0 no caso j = 2.

Agora, dado β ∈ R e U ∈ Hj , é fácil ver que

‖βU‖Hj = |β|‖U‖Hj .

Além disso, dados U,U∗ ∈ Hj , usando a Desigualdade Triangular,

‖U + U∗‖2Hi ≤ ρ1(‖Φ‖2 + ‖Φ∗‖2)2 + ρ2(‖Ψ‖2 + ‖Ψ∗‖2)2 + ρ1(‖W‖2 + ‖W ∗‖2)2

+ b(‖ψx‖2 + ‖ψ∗x‖2)2 + k(‖ϕx + ψ + lw‖2 + ‖ϕ∗x + ψ∗ + lw∗‖2)2

+ k0(‖wx − lϕ‖2 + ‖w∗x − lϕ∗‖2)2 +
γ

m
(‖θ‖2 + ‖θ∗‖2)2

+
γ

m
(‖ϑ‖2 + ‖ϑ∗‖2)2

e, usando o fato de que
√
ρ1‖Φ‖2 =

√
ρ1‖Φ‖22 ≤ ‖U‖Hj ,
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e notando que tal fato é válido para todas as componentes da aplicação ‖ · ‖Hj em U ∈ Hj e para
todas suas respectivas constantes, temos

‖U + U∗‖Hj ≤ ‖U‖Hj + ‖U∗‖Hj .

Portanto, a aplicação ‖ · ‖Hj definida em (4.8) é, de fato, uma norma.

Observação 7. Suponha que lL = nπ, para algum n ∈ Z, então o vetor

U = (sin(lx), 0, 0, 0,− cos(lx), 0, 0, 0) ∈ H2

é não nulo, porém ‖U‖H2 = 0. O que comprova a necessidade de usar a condição lL 6= nπ para
todo n ∈ Z quando consideramos o espaçoH2.

Observação 8. A partir deste momento, nos estudos realizados nesta e nas demais seções, será
considerada a condição lL 6= nπ para todo n ∈ Z, para que, de fato, a aplicação ((·, ·))H2 definida
em (4.6) seja tratada como um produto interno no espaço H2 e, consequentemente, a aplicação
‖ · ‖H2 seja uma norma emH2. Quando tratarmos do espaçoH1, tal condição não será necessária,
e portanto, não considerada.

Lema 4.2. Sejam ϕ ∈ H1
0 e ψ,w ∈ H1

0 (ou ψ,w ∈ H1
∗ ). Então, existe uma constante C > 0 tal

que

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ C(‖ϕx‖22 + ‖ψx‖22 + ‖wx‖22). (4.12)

Demonstração. Utilizando as desigualdades Triangular e de Poincaré,

k‖ϕx + ψ + lw‖22 ≤ k(‖ϕx‖2 + ‖ψ‖2 + l‖w‖2)2

≤ 4k‖ϕx‖22 + 4k‖ψ‖22 + 4kl2‖w‖22 (4.13)

≤ 4k‖ϕx‖22 + 4kL2‖ψx‖22 + 4kl2L2‖wx‖22,

k0‖wx − lϕ‖22 ≤ 2k0‖wx‖22 + 2k0l
2‖ϕ‖22

≤ 2k0‖wx‖22 + 2k0l
2L2‖ϕx‖22. (4.14)

Somando (4.13) e (4.14),

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ (4k + 2k0l
2L2)‖ϕx‖22 + (4kL2 + b)‖ψx‖22

+(4kl2L2 + 2k0)‖wx‖22.

Portanto, existe uma constante C > 0 tal que

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ C(‖ϕx‖22 + ‖ψx‖22 + ‖wx‖22).
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Lema 4.3. Sejam ϕ, ψ,w ∈ H1
0 . Então, existe uma constante C > 0 tal que

‖ϕx‖22 + ‖ψx‖22 + ‖wx‖22 ≤ C(k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22), (4.15)

Demonstração. Considere

h1 := ϕx + ψ + lw, h2 := wx − lϕ,

assim, obtemos

ϕx + lw =h1 − ψ, (4.16)

wx − lϕ =h2. (4.17)

Considerando em (4.16) e (4.17), o produto interno definido em L2 com xϕ e xw, respec-
tivamente,

(ϕx + lw, xϕ)2 = (h1 − ψ, xϕ)2, (4.18)

(wx − lϕ, xw)2 = (h2, xw)2. (4.19)

Somando (4.18) e (4.19) e considerando sua parte real,

‖ϕ‖22 + ‖w‖22 = −2Re (h1 − ψ, xϕ)2 − 2Re (h2, xw)2,

o que implica, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young com ε =
1

2
, em

‖ϕ‖22 + ‖w‖22 ≤ 2L‖h1 − ψ‖2‖ϕ‖2 + 2L‖h2‖2‖w‖2

≤ 2L2‖h1 − ψ‖22 +
1

2
‖ϕ‖22 + 2L2‖h2‖22 +

1

2
‖w‖22.

Deste modo,
‖ϕ‖22 + ‖w‖22 ≤ 4L2(‖h1 − ψ‖22 + ‖h2‖22). (4.20)

Utilizando a Desigualdade Triangular em (4.16) e (4.17),

‖ϕx‖22 = ‖h1 − ψ − lw‖22 ≤ 2‖h1 − ψ‖22 + 2l2‖w‖22, (4.21)

‖wx‖22 = ‖h2 + lϕ‖22 ≤ 2‖h2‖22 + 2l2‖ϕ‖22. (4.22)

Somando (4.21) e (4.22) e usando a Desigualdade (4.20),

‖ϕx‖22 + ‖wx‖22 ≤ 2‖h1 − ψ‖22 + 2‖h2‖22 + 2l2(‖ϕ‖22 + ‖w‖22)
≤ 2‖h1 − ψ‖22 + 2‖h2‖22 + 8L2l2‖h1 − ψ‖22 + 8L2l2‖h2‖22.
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Assim, existe uma constante C > 0 tal que

‖ϕx‖22 + ‖wx‖22 ≤ C(‖h1 − ψ‖22 + ‖h2‖22).

Utilizando as desigualdades Triangular e de Poincaré,

‖ϕx‖22 + ‖wx‖22 ≤ 2C‖h1‖22 + 2L2C‖ψx‖22 + C‖h2‖22.

Substituindo as funções definidas em (4.16) e (4.17), existe C > 0, tal que

‖ϕx‖22 + ‖ψx‖22 + ‖wx‖22 ≤ C(k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22).

Lema 4.4. Sejam ϕ ∈ H1
0 e ψ,w ∈ H1

∗ . Então, existe uma constante C > 0 tal que

‖ϕx‖22 + ‖ψx‖22 + ‖wx‖22 ≤ C(k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22), (4.23)

Demonstração. Mostraremos tal resultado usando argumentos de contradição. Com efeito, supo-
nha que (4.23) não ocorra, assim, para cada n ∈ N existe {(ϕn, ψn, wn)}n∈N ∈ H1

0×H1
∗×H1

∗ tal
que

‖ϕn,x‖22 + ‖ψn,x‖22 + ‖wn,x‖22 > n
(
k‖ϕn,x + ψn + lwn‖22 + ‖wn,x − lϕn‖22 + b‖ψn,x‖22

)
. (4.24)

Normalizando, sem perda de generalidade, a sequência {(ϕn, ψn, wn)}n∈N, obtemos

‖ϕn,x‖22 + ‖ψn,x‖22 + ‖wn,x‖22 = 1. (4.25)

Deste modo, substituindo (4.25) em (4.24), segue que

k‖ϕn,x + ψn + lwn‖22 + ‖wn,x − lϕn‖22 + b‖ψn,x‖22 <
1

n
. (4.26)

Observe que, da equação (4.25), temos que a sequência {(ϕn, ψn, wn)}n∈N é limitada em
H1

0×H1
∗×H1

∗ . Das inclusões compactas H1
0 ↪→ L2 e H1

∗ ↪→ L2
∗, temos que existe N1 ⊂ N tal que

{(ϕn, ψn, wn)}n∈N1 converge forte em L2×L2
∗×L2

∗.
Da equação (4.26), temos que

ψn,x → 0 forte em L2, (4.27)

o que implica
ψn → 0 forte em H1

∗ .

Agora, considere ϕ ∈ L2 e w ∈ L2
∗ tais que ϕn → ϕ e wn → w. Da equação (4.26), segue
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que
ϕn,x + ψn + lwn → 0 forte em L2.

Porém, como
ϕn,x + ψn + l(wn − w) + lw = ϕn,x + ψn + lwn,

então segue que
ϕn,x → −lw forte em L2. (4.28)

Deste modo, {ϕn}n∈N1 é de Cauchy em H1
0 . Assim, existe φ ∈ H1

0 tal que ϕn → φ em H1
0 ,

consequentemente ϕn → φ em L2. Pela unicidade do limite, ϕ = φ, isto é, ϕ ∈ H1
0 .

Logo, de (4.28), deduzimos que

ϕx + lw = 0 quase sempre em (0, L). (4.29)

Analogamente, de (4.26), temos que

wn,x − lϕn → 0 forte em L2.

Mas, como
wn,x − l(ϕn − ϕ)− lϕ = wn,x − lϕn,

segue que
wn,x → lϕ forte em L2. (4.30)

Então, {wn}n∈N1 é de Cauchy emH1
∗ e assim existe uma função w∗ ∈ H1

∗ tal que wn → w∗

em H1
∗ , consequentemente, wn → w∗ em L2. Novamente usando a unicidade do limite, w = w∗,

e portanto, w ∈ H1
∗ . Logo, de (4.30),

wx − lϕ = 0 quase sempre em (0, L). (4.31)

Logo, das equações (4.29) e (4.31), analogamente à resolução do sistema (4.10), temos que
ϕ = w = 0. Assim, de (4.27), (4.28) e (4.30) concluímos que (ϕn,x, ψn,x, wn,x) → (0, 0, 0) o que
contradiz (4.25).

Portanto, existe uma constante C > 0 satisfazendo a equação (4.23).

Corolário 4.5. São equivalentes as normas | · |Hj e ‖ · ‖Hj , respectivamente definidas em (4.7) e

(4.8), para j = 1, 2.

Demonstração. Para o caso em que j = 1, segue diretamente dos lemas 4.2 e 4.3. Por outro lado,
para o caso em que j = 2, o resultado segue dos lemas 4.2 e 4.4.

Observação 9. Pelo Corolário 4.5 e sabendo que (Hj, | · |Hj) é um espaço de Hilbert, segue que
(Hj, ‖ · ‖Hj) é um espaço de Hilbert, para j = 1, 2.
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A seguir, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados que serão usados no resultado
de existência e unicidade do problema (4.1)-(4.4).

Lema 4.6. Dada uma função f ∈ L2, a equação

−uxx = f em L2, (4.32)

possui uma única solução u ∈ H2 ∩H1
0 .

Demonstração. Primeiramente, mostremos que existe uma única solução u ∈ H1
0 satisfazendo a

seguinte equação variacional ∫ L

0

ux vx dx =

∫ L

0

f v dx, (4.33)

para toda função v ∈ H1
0 .

Com efeito, seja a aplicação a : H1
0×H1

0 → C dada por

a(u, v) =

∫ L

0

ux vx dx,

para todo u, v ∈ H1
0 . Note que a é uma forma sesquilinear. Além disso, contínua, pois utilizando

a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|a(u, v)| = |(ux, vx)2| ≤ ‖ux‖2‖vx‖2 = ‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
,

para todo u, v ∈ H1
0 . E mais, a é coerciva, pois

|a(u, u)| = |(ux, ux)2| = ‖ux‖22 = ‖u‖2H1
0
,

para todo u ∈ H1
0 .

Por outro lado, sendo ξ : H1
0 → C a aplicação dada por

ξ(v) =

∫ L

0

f v dx,

para todo v ∈ H1
0 , segue que ξ é antilinear e limitada, pois usando as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e Poincaré, existe c > 0 tal que

|ξ(v)| = |(f, v)2| ≤ ‖f‖2‖v‖2 ≤ c‖f‖2‖v‖H1
0
,

para todo v ∈ H1
0 . Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um único u ∈ H1

0 tal que

a(u, v) = ξ(v),∀v ∈ H1
0 ,

isto é, existe único u ∈ H1
0 satisfazendo (4.33) para todo v ∈ H1

0 .
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Em particular, a equação (4.33) é satisfeita para toda função φ ∈ C1
0 , isto é,∫ L

0

ux φx dx =

∫ L

0

f φ dx, ∀φ ∈ C1
0 .

Como f, ux ∈ L2, então
−uxx = f ∈ L2.

Portanto, u ∈ H2 ∩H1
0 é a única solução de (4.32).

Lema 4.7. Dadas g1, g2, g3 ∈ L2, o sistema
−k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = g1 em L2,

−bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = g2 em L2,

−k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = g3 em L2,

(4.34)

possui uma única solução (ϕ, ψ,w) ∈ (H2∩H1
0 )× (H2∩H1

0 )× (H2∩H1
0 ).

Demonstração. Primeiramente, utilizando o Teorema de Lax-Milgram, será mostrado que existe
uma única solução (ϕ, ψ,w) ∈ H1

0 ×H1
0 ×H1

0 satisfazendo o seguinte problema variacional∫ L

0

(g1ϕ∗ + g2ψ∗ + g3w∗)dx = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ∗x + ψ∗ + lw∗)dx

+k0

∫ L

0

(wx − lϕ)(w∗x − lϕ∗)dx+ b

∫ L

0

ψx ψ∗x dx,

para todo (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0 ×H1

0 ×H1
0 .

Com efeito, considere a aplicação a : (H1
0 ×H1

0 ×H1
0 )×(H1

0 ×H1
0 ×H1

0 )→ C dada por

a((ϕ, ψ,w), (ϕ∗, ψ∗, w)) = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ∗x + ψ∗ + lw∗)dx

+k0

∫ L

0

(wx − lϕ)(w∗x − lϕ∗)dx+ b

∫ L

0

ψx ψ∗x dx.

Note, que a é uma forma sesquilinear. Além disso, considerando em H1
0 × H1

0 × H1
0 a

norma
‖(ϕ, ψ,w)‖2H1

0×H1
0×H1

0
= ‖ϕx‖22 + ‖ψx‖22 + ‖wx‖22, (4.35)

é possível mostrar que a é contínua e coerciva.
De fato, a coercividade de a segue diretamente da Desigualdade (4.15). Para verificar que

a é contínua, mostremos que existe c > 0 tal que

|a((ϕ, ψ, w), (ϕ∗, ψ∗, w∗))| ≤ c‖(ϕ, ψ, w)‖H1
0×H1

0×H1
0
‖(ϕ∗, ψ∗, w∗)‖H1

0×H1
0×H1

0
,

para todos (ϕ, ψ,w), (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0 ×H1

0 ×H1
0 .
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De fato, dados (ϕ, ψ, w), (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0×H1

0×H1
0 , usando as desigualdades Triangular

e de Cauchy-Schwarz,

|a((ϕ, ψ,w), (ϕ∗, ψ∗, w∗))| ≤ k‖ϕx + ψ + lw‖2‖ϕ∗x + ψ∗ + lw∗‖2 + b‖ψx‖2‖ψ∗x‖2
+k0‖wx − lϕ‖2‖w∗x − lϕ∗‖2.

Pela Desigualdade (4.12), segue que existe uma constante c > 0 tal que

|a((ϕ, ψ,w), (ϕ∗, ψ∗, w∗))| ≤ c‖(ϕ, ψ, w)‖H1
0×H1

0×H1
0
‖(ϕ∗, ψ∗, w∗)‖H1

0×H1
0×H1

0
.

Portanto, a é uma forma sesquilinear contínua e coerciva. Por outro lado, defina também a
aplicação λ : H1

0 ×H1
0 ×H1

0 → C dada por

λ(ϕ∗, ψ∗, w∗) =

∫ L

0

(g1ϕ∗ + g2ψ∗ + g3w∗)dx.

É possível notar que λ é uma aplicação antilinear. Além disso, dado (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0 ×H1

0 ×H1
0

e usando as desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz,

|λ(ϕ∗, ψ∗, w∗)|2 ≤ (|(g1, ϕ∗)2|+ |(g2, ψ∗)2|+ |(g3, w∗)2|)2

≤ (‖g1‖2‖ϕ∗‖2 + ‖g2‖2‖ψ∗‖2 + ‖g3‖2‖w∗‖2)2

≤ 4L2(‖g1‖22‖ϕ∗x‖22 + ‖g2‖22‖ψ∗x‖22 + ‖g3‖22‖w∗x‖22).

Deste modo, existe uma constante C > 0, tal que

|λ(ϕ∗, ψ∗, w∗)| ≤ C‖(ϕ∗, ψ∗, w∗)‖H1
0×H1

0×H1
0
,

para todo (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0 ×H1

0 ×H1
0 . Logo, λ é uma aplicação antilinear e limitada.

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um único (ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 × H1

0 × H1
0

satisfazendo∫ L

0

(g1ϕ∗ + g2ψ∗ + g3w∗)dx = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ∗x + ψ∗ + lw∗)dx

+k0

∫ L

0

(wx − lϕ)(w∗x − lϕ∗)dx+ b

∫ L

0

ψx ψ∗x dx,

(4.36)

para todo (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0 ×H1

0 ×H1
0 .

Agora, dada ξ ∈ C1
0 arbitrária, considere ϕ∗ = ξ e ψ∗ = w∗ = 0. Assim, substituindo em

(4.36),

k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw) ξx dx− k0l
∫ L

0

(wx − lϕ) ξ dx =

∫ L

0

g1 ξ dx, ∀ ξ ∈ C1
0 ,
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o que implica em∫ L

0

(ϕx + ψ + lw) ξx dx = −1

k

∫ L

0

(−g1 − k0l(wx − lϕ)) ξ dx, ∀ ξ ∈ C1
0 .

Como ϕx + ψ + lw,−g1 − k0l(wx − lϕ) ∈ L2, segue que

ϕx + ψ + lw ∈ H1.

Mas, sabendo que ψ + lw ∈ H1, então ϕx ∈ H1, o que implica ϕ ∈ H2. Além disso,

k(ϕx + ψ + lw)x = −g1 − k0l(wx − lϕ),

isto é,
−k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = g1. (4.37)

Por outro lado, dada φ ∈ C1
0 arbitrária, considere em particular ϕ∗ = w∗ = 0 e ψ∗ = φ.

Deste modo, substituindo em (4.36),∫ L

0

g2 φ dx = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)φ dx+ b

∫ L

0

ψx φx dx, ∀φ ∈ C1
0 ,

o que implica em∫ L

0

ψx φx dx = −1

b

∫ L

0

(−g2 + k(ϕx + ψ + lw)) φ dx, ∀φ ∈ C1
0 . (4.38)

Assim, como ψx,−g2 + k(ϕx + ψ + lw) ∈ L2, segue que ψx ∈ H1, isto é, ψ ∈ H2. Além disso,

bψxx = −g2 + k(ϕx + ψ + lw). (4.39)

Logo,
−bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = g2. (4.40)

De modo análogo, dada φ ∈ C1
0 arbitrária, considerando ϕ∗ = ψ∗ = 0, w∗ = φ e substi-

tuindo em (4.36),∫ L

0

g3 φ dx = kl

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)φ dx+ k0

∫ L

0

(wx − lϕ)φx dx,

o que implica em∫ L

0

(wx − lϕ)φx dx = − 1

k0

∫ L

0

(−g3 + kl(ϕx + ψ + lw)) φ dx, ∀φ ∈ C1
0 . (4.41)
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Tendo em vista que wx − lϕ,−g3 + kl(ϕx + ψ + lw) ∈ L2, segue que

wx − lϕ ∈ H1.

Porém, como ϕ ∈ H1, então wx ∈ H1, isto é, w ∈ H2. Além disso,

k0(wx − lϕ)x = −g3 + kl(ϕx + ψ + lw). (4.42)

Logo,
−k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = g3. (4.43)

Portanto, segue das igualdades (4.37), (4.40) e (4.43) que existe uma única solução

(ϕ, ψ,w) ∈ (H2 ∩H1
0 )× (H2 ∩H1

0 )× (H2 ∩H1
0 ),

satisfazendo o sistema (4.34).

Lema 4.8. Dadas g1 ∈ L2 e g2, g3 ∈ L2
∗, o sistema

−k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = g1 em L2,

−bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = g2 em L2
∗,

−k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = g3 em L2
∗,

(4.44)

possui uma única solução (ϕ, ψ,w) ∈ (H2∩H1
0 )×(H2∩H1

∗ )×(H2∩H1
∗ ), com wx, ψx ∈ H1

0 .

Demonstração. Analogamente à demonstração do Lema 4.7, é possível mostrar, utilizando o Te-
orema de Lax-Milgram, que existe uma única solução (ϕ, ψ,w) ∈ H1

0×H1
∗×H1

∗ satisfazendo o
seguinte problema variacional∫ L

0

(g1ϕ∗ + g2ψ∗ + g3w∗)dx = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)(ϕ∗x + ψ∗ + lw∗)dx

+k0

∫ L

0

(wx − lϕ)(w∗x − lϕ∗)dx+ b

∫ L

0

ψx ψ∗x dx,

(4.45)

para todo (ϕ∗, ψ∗, w∗) ∈ H1
0×H1

∗×H1
∗ .

Ainda de forma análoga à demonstração do Lema 4.7, existe ϕ ∈ H2 ∩H1
0 , satisfazendo a

igualdade
−k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = g1. (4.46)

Por outro lado, dada φ ∈ H1 arbitrária, considere ψ∗ = φ − 1

L

∫ L

0

φ(x)dx ∈ H1
∗ e ϕ∗ =

w∗ = 0. Deste modo, substituindo em (4.45),
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∫ L

0

g2

(
φ− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
dx = k

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)

(
φ− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
dx

b

∫ L

0

ψx

(
φ− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
x

dx.

Como
(
− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
x

= 0, então

∫ L

0

ψx φx dx = −1

b

∫ L

0

(−g2 + k(ϕx + ψ + lw)) φ dx

−1

b

∫ L

0

(−g2 + k(ϕx + ψ + lw))

(
− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
dx.

Sabendo que g2 ∈ L2
∗, ψ,w ∈ H1

∗ , ϕ ∈ H1
0 e usando integração por partes, segue que∫ L

0

ψxφxdx = −1

b

∫ L

0

(−g2 + k(ϕx + ψ + lw)) φ dx, ∀φ ∈ H1. (4.47)

Observe que a igualdade (4.47) é válida, em particular, para toda φ ∈ C1
0 . Assim, como

ψx,−g2 + k(ϕx + ψ + lw) ∈ L2, segue que ψx ∈ H1, isto é, ψ ∈ H2. Além disso,

bψxx = −g2 + k(ϕx + ψ + lw). (4.48)

Na igualdade (4.47), considerando em particular φ ∈ C[0, L] tal que φ(L) = 1 e φ(0) = 0,
utilizando integração por partes, segue que ψx(L) = 0. Porém, integrando a igualdade (4.48) no
intervalo (0, L) e utilizando o fato de g2 ∈ L2

∗, ψ,w ∈ H1
∗ e ϕ ∈ H1

0 , segue que ψx(L) = ψx(0).

Logo, ψx ∈ H1
0 . Além disso,

−bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = g2. (4.49)

De modo análogo, seja φ ∈ H1 arbitrária, considerando w∗ = φ − 1

L

∫ L

0

φ(x)dx ∈ H1
∗ ,

ϕ∗ = ψ∗ = 0 e substituindo em (4.45), obtemos

∫ L

0

g3

(
φ− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
dx = kl

∫ L

0

(ϕx + ψ + lw)

(
φ− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
dx

+k0

∫ L

0

(wx − lϕ)

(
φ− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
x

dx.



47

Como
(
− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
x

= 0, então

∫ L

0

(wx − lϕ)φx dx = − 1

k0

∫ L

0

(−g3 + kl(ϕx + ψ + lw)) φ dx

− 1

k0

∫ L

0

(−g3 + kl(ϕx + ψ + lw))

(
− 1

L

∫ L

0

φ(x)dx

)
dx.

Usando o fato de −g3 ∈ L2
∗, ψ,w ∈ H1

∗ e usando integração por partes,∫ L

0

(wx − lϕ)φx dx = − 1

k0

∫ L

0

(−g3 + kl(ϕx + ψ + lw)) φ dx, ∀φ ∈ H1. (4.50)

Tendo em vista que wx− lϕ,−g3 + kl(ϕx +ψ+ lw) ∈ L2 e a igualdade (4.50) é satisfeita,
em particular, para toda φ ∈ C1

0 , segue que

wx − lϕ ∈ H1.

Porém, como ϕ ∈ H1, então wx ∈ H1, isto é, w ∈ H2. Além disso,

k0(wx − lϕ)x = −g3 + kl(ϕx + ψ + lw). (4.51)

Considerando em particular, na igualdade (4.50), φ ∈ C[0, L] tal que φ(L) = 1 e φ(0) = 0,
integrando (4.50) por partes e usando o fato de que ϕ ∈ H1

0 , segue que wx(L) = 0. Porém,
integrando a igualdade (4.51) no intervalo de 0 a L e utilizando o fato de g3 ∈ L2

∗, ψ,w ∈ H1
∗ e

ϕ ∈ H1
0 , segue que wx(L) = wx(0). Portanto, wx ∈ H1

0 . E mais,

−k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = g3. (4.52)

Portanto, das igualdades (4.46), (4.48) e (4.52), existe uma única solução

(ϕ, ψ,w) ∈ (H2∩H1
0 )×(H2∩H1

∗ )
2,

com ψx, wx ∈ H1
0 , satisfazendo o sistema (4.44).

4.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Com as notações a os resultados da Seção 4.1, vamos mostrar a existência e unicidade da
solução do problema (4.1)-(4.4), utilizando a teoria de semigrupos de operadores lineares. Para
isto, vamos reescrever o sistema (4.1)-(4.4) na forma de um problema de Cauchy abstrato e apre-
sentaremos alguns resultados que serão utilizados no principal resultado desta seção, o qual garante
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a existência e unicidade da solução do problema de Cauchy abstrato e, consequentemente, do sis-
tema (4.1)-(4.4).

De fato, considerando os espaços de Hilbert

H1 = H1
0×L2×H1

0×L2×H1
0×L2×L2×L2,

H2 = H1
0×L2×H1

∗×L2
∗×H1

∗×L2
∗×L2×L2,

e, além disso, denotando Φ = ϕt,Ψ = ψt,W = wt, o vetor U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) e
U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ0, ϑ0), reescrevemos o sistema (4.1)-(4.4) como um problema de
Cauchy abstrato, dado por {

Ut = AjU, t > 0,

U(0) = U0,
(4.53)

para todo U ∈ D(Aj), onde

D(A1) = {U ∈ H1 : ϕ, ψ, w, θ, ϑ ∈ H2 ∩H1
0 ; Φ,Ψ,W ∈ H1

0}, j = 1, (4.54)

D(A2) = {U ∈ H2 : ϕ, θ, ϑ ∈ H2; Φ, ψx, wx, θ, ϑ ∈ H1
0 ; Ψ,W ∈ H1

∗}, j = 2, (4.55)

e o operador Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj é dado por

AjU =



Φ
k
ρ1

(ϕx + ψ + lw)x + k0l
ρ1

(wx − lϕ)− lγ
ρ1
θ

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ + lw)− γ

ρ2
ϑx

W
k0
ρ1

(wx − lϕ)x − kl
ρ1

(ϕx + ψ + lw)− γ
ρ1
θx

k1θxx −m(Wx − lΦ)

k1ϑxx −mΨx


, (4.56)

para todo U ∈ D(Aj), j = 1, 2.
Portanto, estudar o problema (4.1)-(4.4) é equivalente a realizar um estudo do problema de

valor inicial (4.53), por meio da teoria de semigrupos de operadores lineares.

Lema 4.9. Sob as notações anteriores, o operador Aj definido em (4.56) é dissipativo em Hj ,

para j = 1, 2.

Demonstração. Para mostrar que o operadorAj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj é dissipativo, basta verificar
que Re((AjU,U))Hj ≤ 0. Com efeito, dado U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ D(Aj), segue de (4.6)
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e (4.56) que

((AjU,U))Hj = (k(ϕx + ψ + lw)x + k0l(wx − lϕ)− lγθ,Φ)2 + b(Ψx, ψx)2

+ (bψxx − k(ϕx + ψ + lw)− γϑx,Ψ)2 + k(Φx + Ψ + lW, ϕx + ψ + lw)2

+ (k0(wx − lϕ)x − kl(ϕx + ψ + lw)− γθx,W )2 + k0(Wx − lΦ, wx − lϕ)2

+
k1γ

m
(θxx, θ)2 − γ(Wx − lΦ, θ)2 +

k1γ

m
(ϑxx, ϑ)2 − γ(Ψx, ϑ)2.

Integrando por partes e utilizando as condições de fronteira,

((AjU,U))Hj =− k(ϕx + ψ + lw,Φx)2 − k0(wx − lϕ,−lΦ)2 + γ(θ,−lΦ)2

− b(ψx,Ψx)2 − k(ϕx + ψ + lw,Ψ)2 + γ(ϑ,Ψx)2 + b(Ψx, ψx)2

− k0(wx − lϕ,Wx)2 − k(ϕx + ψ + lw, lW )2 + γ(θ,Wx)2

+ k(Φx + Ψ + lW, ϕx + ψ + lw)2 + k0(Wx − lΦ, wx − lϕ)2

− k1γ

m
(θx, θx)2 − γ(Wx − lΦ, θ)2 −

k1γ

m
(ϑx, ϑx)2 − γ(Ψx, ϑ)2.

Assim, considerando a parte real de ((AjU,U))Hj e notando que Re(z − z) = 0, para todo z ∈ C,
segue que

Re((AjU,U))Hj = −k1γ
m

(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22) ≤ 0, ∀U ∈ D(Aj). (4.57)

Como as constantes k1, γ e m são positivas, o operador Aj é dissipativo, para j = 1, 2.

Lema 4.10. Sob as notações anteriores,

0 ∈ ρ(Aj), para j = 1, 2,

onde ρ(Aj) designa o conjunto resolvente de Aj .

Demonstração. Basta mostrarmos que o operador linear −Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj é invertível e,
além disso, (−Aj)−1 é limitado.

Com efeito, primeiramente vejamos que o operador (−Aj)−1 existe, ou seja, dada uma
função F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8) ∈ Hj , existe um único U ∈ D(Aj) tal que −AjU = F .

Reescrevendo a expressão −AjU = F em termos de suas componentes, com F ∈ Hj,
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obtemos o seguinte sistema

−Φ = f1, (4.58)

− k

ρ1
(ϕx + ψ + lw)x −

k0l

ρ1
(wx − lϕ) +

lγ

ρ1
θ = f2, (4.59)

−Ψ = f3, (4.60)

− b

ρ2
ψxx +

k

ρ2
(ϕx + ψ + lw) +

γ

ρ2
ϑx = f4, (4.61)

−W = f5, (4.62)

−k0
ρ1

(wx − lϕ)x +
kl

ρ1
(ϕx + ψ + lw) +

γ

ρ1
θx = f6, (4.63)

−k1θxx +m(Wx − lΦ) = f7, (4.64)

−k1ϑxx +mΨx = f8. (4.65)

Primeiramente, para o caso em que j = 1, de (4.58), (4.60) e (4.62), é possível concluir
que

Φ =− f1 ∈ H1
0 ,

Ψ =− f3 ∈ H1
0 ,

W =− f5 ∈ H1
0 .

Além disso, por (4.64) e sabendo que Wx − lΦ ∈ L2, segue que

−θxx = f9 ∈ L2, (4.66)

com f9 =
1

k1
(f7−m(Wx− lΦ)). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma única solução θ ∈ H2 ∩H1

0

satisfazendo (4.66).
Do mesmo modo, de (4.65) e sabendo que Ψx ∈ L2, segue que

−ϑxx = f10 ∈ L2, (4.67)

com f10 =
1

k1
(f8 − mΨx). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma única solução ϑ ∈ H2 ∩ H1

0

satisfazendo (4.67). Deste modo, do sistema (4.58)-(4.65), obtemos

−k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = ρ1f2 − lγθ,
−bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = ρ2f4 − γϑx,

−k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1f6 − γθx.
(4.68)
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Considerando as funções g1, g2, g3 dadas no Lema 4.7 da seguinte maneira

g1 = ρ1f2 − lγθ ∈ L2,

g2 = ρ2f4 − γϑx ∈ L2, (4.69)

g3 = ρ1f6 − γθx ∈ L2,

segue que o sistema (4.68) possui uma única solução (ϕ, ψ, w) ∈ (H2 ∩H1
0 )3. Portanto, existe um

único U ∈ D(A1) tal que −A1U = F .
Por outro lado, para o caso em que j = 2, de (4.58), (4.60) e (4.62), é possível concluir que

Φ =− f1 ∈ H1
0 ,

Ψ =− f3 ∈ H1
∗ ,

W =− f5 ∈ H1
∗ .

Além disso, de (4.64) e sabendo que Wx − lΦ ∈ L2, segue que

θxx = −f11 ∈ L2, (4.70)

com f11 =
1

k
(f7−m(Wx− lΦ)). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma única solução θ ∈ H2 ∩H1

0

satisfazendo (4.70).
De modo análogo, de (4.65) e sabendo que Ψx ∈ L2, segue que

−ϑxx = f12 ∈ L2, (4.71)

com f12 =
1

k1
(f8 − mΨx). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma única solução ϑ ∈ H2 ∩ H1

0

satisfazendo (4.71). Deste modo, do sistema (4.58)-(4.65), obtemos

−k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) = ρ1f2 − lγθ,
−bψxx + k(ϕx + ψ + lw) = ρ2f4 − γϑx,

−k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) = ρ1f6 − γθx.
(4.72)

Considerando g1 = ρ1f2 − lγθ ∈ L2, g2 = ρ2f4 − γϑx ∈ L2
∗ e g3 = ρ1f6 − γθx ∈ L2

∗ no
Lema 4.8, segue que o sistema (4.72) possui uma única solução (ϕ, ψ,w) satisfazendo

ϕ ∈ H2 ∩H1
0 ψ,w ∈ H2 ∩H1

∗ ψx, wx ∈ H1
0 .

Portanto, existe um único U ∈ D(A2) tal que −A2U = F .
Deste modo, para verificar que 0 ∈ ρ(Aj), resta mostrar que o operador (−Aj)−1 é limitado

para j = 1, 2, isto é, que existe uma constante C > 0 tal que

‖(−Aj)−1F‖Hj ≤ C‖F‖Hj ,



52

para toda F ∈ Hj .
Com efeito, dada F ∈ Hj arbitrária, considere U ∈ D(Aj) a única solução de−AjU = F .

Assim, (−Aj)−1F = U . Portanto, basta mostrar que existe uma constante C > 0 tal que

‖U‖Hj ≤ C‖F‖Hj .

Sendo F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8) ∈ Hj e U ∈ D(Aj) satisfazendo o sistema (4.58)-(4.65),
segue de (4.57) que

Re ((AjU,U))Hj = −γk1
m

(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22).

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

γ

m
(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22) = − 1

k1
Re ((AjU,U))Hj

≤ 1

k1
‖AjU‖Hj‖U‖Hj ,

sendo −AjU = F ,
γ

m
(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22) ≤

1

k1
‖U‖Hj‖F‖Hj , (4.73)

e usando a Desigualdade de Poincaré, existe C > 0 tal que

γ

m
(‖θ‖22 + ‖ϑ‖22) ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj . (4.74)

Considerando em (4.59), (4.61) e (4.63), respectivamente, o produto interno com ϕ, ψ e w
em L2,

−k((ϕx + ψ + lw)x, ϕ)2 − k0l(wx − lϕ, ϕ)2 = (ρ1f2 − lγθ, ϕ)2,

−b(ψxx, ψ)2 + k(ϕx + ψ + lw, ψ)2 = (ρ2f4 − γϑx, ψ)2,

−k0((wx − lϕ)x, w)2 + kl(ϕx + ψ + lw, w)2 = (ρ1f6 − γθx, w)2,

e usando integração por partes, obtemos

k(ϕx + ψ + lw, ϕx)2 + k0(wx − lϕ,−lϕ)2 = (ρ1f2, ϕ)2 + γ(θ,−lϕ)2,

b(ψx, ψx)2 + k(ϕx + ψ + lw, ψ)2 = (ρ2f4, ψ)2 + γ(ϑ, ψx)2, (4.75)

k0(wx − lϕ, wx)2 + k(ϕx + ψ + lw, lw)2 = (ρ1f6, w)2 + γ(θ, wx)2.

Logo, somando as equações em (4.75),

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 = (ρ1f2, ϕ)2 + (γθ, wx − lϕ)2

+(ρ2f4, ψ)2 + (ρ1f6, w)2 + γ(ϑ, ψx)2.
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Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular,

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ ρ1‖f2‖2‖ϕ‖2 + ρ2‖f4‖2‖ψ‖2
+ρ1‖f6‖2‖w‖2 + γ‖θ‖2‖wx − lϕ‖2
γ‖ϑ‖2‖ψx‖2.

(4.76)

Agora, usando as desigualdades de Poincaré e de Young com ε =
k0
2

e ε =
b

2
, obtemos

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ Lρ1‖f2‖2‖ϕx‖2 + Lρ2‖f4‖2‖ψx‖2

+Lρ1‖f6‖2‖wx‖2 +
1

2k0
γ2‖θ‖22

+
k0
2
‖wx − lϕ‖22 +

1

2b
γ2‖ϑ‖22 +

b

2
‖ψx‖22

Pela Desigualdade (4.74), existe uma constante C > 0 tal que

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ 2Lρ1|F |Hj |U |Hj + Lρ2|F |Hj |U |Hj
+C‖F‖Hj‖U‖Hj

Portanto, usando a equivalência das normas | · |Hj e ‖ · ‖Hj e a Desigualdade de Young,
existe C > 0 tal que

k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 + b‖ψx‖22 ≤ C‖F‖Hj‖U‖Hj . (4.77)

Por outro lado, de (4.58), (4.60) e (4.62) e utilizando a Desigualdade de Poincaré,

ρ1‖Φ‖22 + ρ2‖Ψ‖22 + ρ1‖W‖22 ≤ ρ1‖f1‖22 + ρ2‖f3‖22 + ρ1‖f5‖22
≤ L2(ρ1‖f1,x‖22 + ρ2‖f3,x‖22 + ρ1‖f5,x‖22)

≤ L2 max{ρ1, ρ2}|F |2Hj ,

assim, utilizando novamente a equivalência das normas| · |Hj e ‖ · ‖Hj , existe C > 0 tal que

ρ1‖Φ‖22 + ρ2‖Ψ‖22 + ρ1‖W‖22 ≤ C‖F‖2Hj . (4.78)

Portanto, somando (4.74), (4.77) e (4.78), chegamos a

‖U‖2Hj ≤ C‖F‖2Hj + C‖F‖Hj‖U‖Hj + C‖F‖Hj‖U‖Hj ,

e utilizando a Desigualdade de Young com ε =
1

4
, existe C > 0 tal que

‖U‖Hj ≤ C‖F‖Hj .
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Como F ∈ Hj é tomada arbitrariamente, segue que existe uma constante C > 0 tal que

‖(−Aj)−1F‖Hj ≤ C‖F‖Hj ,

para toda F ∈ Hj . Portanto, existe o operador (−Aj)−1 e, além disso, (−Aj)−1 é limitado, para
j = 1, 2. Deste modo, conclui-se que 0 ∈ ρ(Aj), para j = 1, 2.

Lema 4.11. Sob as notações anteriores, o domínio D(Aj) do operador Aj é denso em Hj , para

j = 1, 2.

Demonstração. Como o operador (−Aj)−1 ∈ L(Hj), tome λ0 > 0 tal que

0 < λ0 <
1

‖(−Aj)−1‖L(Hj)
. (4.79)

Deste modo, λ0(−Aj)−1 ∈ L(Hj). Portanto, considerando B1 = I e B2 = λ0(−Aj)−1 na
Proposição 2.7, segue que

‖B2‖L(Hj) <
1

‖B1‖L(Hj)
.

Assim, decorre da Proposição 2.7 que I+λ0(−Aj)−1 é linear, limitado e invertível. Porém,
observe que

λ0I − Aj = (−Aj)(λ0(−Aj)−1 + I). (4.80)

Como (−Aj) e I + λ0(−Aj)−1 são invertíveis, segue de (4.80) que λ0I − Aj ∈ L(X) é
linear, limitado e invertível. Portanto, Im(λ0I − Aj) = Hj para λ0 > 0 tomado em (4.79).

Do Teorema 2.8, segue que Im(λI − Aj) = Hj para todo λ > 0. Em particular, para
λ = 1, isto é, Im(I − Aj) = Hj . Sendo Hj um espaço de Hilbert, segue do Teorema 2.8 que
D(Aj) = Hj , com j = 1, 2.

Teorema 4.12. O operadorAj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj definido em (4.56) é um gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo de contrações eAjt sobreHj , para j = 1, 2.

Demonstração. De acordo com o Corolário 2.25 e com os lemas 4.9, 4.10 e 4.11, segue que o
operador Aj definido em (4.56) é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações
eAjt sobreHj , para j = 1, 2.

Teorema 4.13. Para cada U0 ∈ D(Aj), o problema (4.53) possui uma única solução

U ∈ C([0,∞), D(Aj)) ∩ C1([0,∞),Hj),

dada por U(t) = eAjtU0, para j = 1, 2.
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Além disso, se U0 ∈ D(An), n ≥ 2, então existe uma única função U na classe

U ∈
n⋂
j=0

Cn−j([0,+∞), D(Aj)).

Demonstração. Sendo Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações eAjt sobre Hj , segue do Teorema 2.26 que para cada U0 ∈ D(Aj), o sistema (4.53)
possui uma única solução

U ∈ C([0,∞), D(Aj)) ∩ C1([0,∞),Hj),

a qual é dada por U(t) = eAjtU0, para j = 1, 2.
E mais, se U0 ∈ D(Anj ), n ≥ 2, então segue do Teorema (2.26) que existe uma única

função U na classe

U ∈
n⋂
r=0

Cn−r([0,+∞), D(Arj)).

4.3 ESTABILIDADE

Nesta seção, estudaremos o comportamento da solução U(t) = eAjtU0, para j = 1, 2, do
problema de Cauchy abstrato (4.53) e, consequentemente, para a solução do sistema (4.1)-(4.4).
Para isso, consideremos a seguinte relação

χ0 = k − k0. (4.81)

Segue de (1.8), que do ponto de vista físico, χ0 = 0 se, e somente se, a seguinte relação é
válida

χ =
b

ρ2
− k

ρ1
= 0. (4.82)

Como citado anteriormente, veremos que tal relação afeta a estabilidade do sistema (4.1)-(4.4).
Vejamos:

Teorema 4.14. Suponha que ρ1, ρ2, b, k, k0, k1, γ, l > 0 e χ0 = 0. Então, existem constantes

C, η > 0, independentes do dado inicial U0 ∈ Hj , tais que

‖U(t)‖Hj ≤ Ce−ηt‖U0‖Hj , t > 0, j = 1, 2, (4.83)

ou seja, o semigrupo eAjt é exponencialmente estável. Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é

exponencialmente estável quando χ0 = 0.

Para demonstrarmos o Teorema 4.14, é suficiente mostrar que as duas condições do Teo-
rema de Prüss (ver Teorema 2.27) são verificadas, isto é,
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(i) iR ⊆ ρ(Aj);

(ii) lim sup
β→∞

‖(iβId− Aj)−1‖L(Hj) <∞.

Para concluirmos estas duas condições, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados
nas seguintes seções deste capítulo e, por fim, na Subseção 4.3.2 faremos a conclusão da demons-
tração do Teorema 4.14. Deste modo, mostraremos que o sistema (4.1)-(4.4) é exponencialmente
estável, desde que as constantes satisfaçam (4.81), isto é, χ0 = 0.

No caso em que χ0 6= 0, um segundo resultado acerca da solução do problema (4.53), e
consequentemente, do sistema (4.1)-(4.4) é obtido. Mais precisamente, obteremos que tal solução
é polinomialmente estável para dados iniciais regulares. Mais precisamente, temos:

Teorema 4.15. Suponha que ρ1, ρ2, b, k, k0, k1, γ, l > 0 e χ0 6= 0. Então, existe uma constante

C > 0, independente do dado inicial U0 ∈ D(Aj), tal que

‖U(t)‖Hj ≤
C

t1/2
‖U0‖D(Aj), t→∞, j = 1, 2. (4.84)

Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é polinomialmente estável.

A demonstração do Teorema 4.15 será feita via o Teorema de Borichev-Tomilov (ver Te-
orema 2.29), utilizando alguns resultados que serão descritos na sequência deste capítulo e con-
cluído nas próximas seções. Deste modo, será mostrado que a solução do sistema (4.1)-(4.4) possui
uma estabilidade polinomial no caso em que a relação de velocidades de onda é não nula.

No que segue vamos mostrar alguns resultados técnicos que serão úteis para concluirmos
a demonstração dos teoremas 4.14 e 4.15. Mais especificamente, vamos mostrar a veracidade das
hipóteses do Teorema de Prüss e do Teorema de Borichev e Tomilov, para obtermos as estabilidades
exponencial e polinomial, respectivamente, da solução do sistema (4.1)-(4.4).

4.3.1 Lemas Técnicos

Lema 4.16. O operador inclusão i : (D(Aj), ‖ · ‖D(Aj))→ (Hj, | · |Hj) é compacto.

Demonstração. Primeiramente, consideremos, a norma do gráfico

‖U‖D(Aj) = |U |Hj + |AjU |Hj , U ∈ D(Aj). (4.85)

Sendo assim, seja (Un)n∈N ⊂ D(Aj), Un = (ϕn,Φn, ψn,Ψn, wn,W n, θn, ϑn) uma sequên-
cia limitada em D(Aj), isto é, tal que existe uma constante M > 0 satisfazendo

‖Un‖D(Aj) ≤M, (4.86)
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para todo n ∈ N. Mas, de (4.85),

‖Un‖D(Aj) = |Un|Hj + |AjUn|Hj
= ‖ϕnx‖22 + ‖Φn‖22 + ‖ψnx‖22 + ‖Ψn‖22 + ‖wnx‖22 + ‖W n‖22 + ‖θn‖22 + ‖ϑn‖22

+‖Φn
x‖22 +

1

ρ1
‖k(ϕnx + ψn + lwn)x + k0l(w

n
x − lϕn)− lγθn‖22

+‖Ψn
x‖22 +

1

ρ2
‖bψnxx − k(ϕnx + ψn + lwn)− γϑnx‖22

+‖W n
x ‖22 +

1

ρ1
‖k0(wnx − lϕn)x − kl(ϕnx + ψn + lwn)− γθnx‖22

+‖k1θnxx −m(W n
x − lΦn)‖22 + ‖k1ϑnxx −mΨn

x‖22. (4.87)

Com isto em mente, vamos mostrar que as sequências (ϕnxx)n∈N, (ψ
n
xx)n∈N, (w

n
xx)n∈N, (θnx)n∈N

e (ϑnx)n∈N são limitadas em L2(0, L).

De fato, usando que

Re ((AjU,U))Hj = −γk1
m

(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22) ≤ 0,

para todo U ∈ D(Aj), e também utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

‖θnx‖22 + ‖ϑnx‖22 = − m

γk1
Re ((AjUn, Un))Hj

≤ m

γk1
‖AjUn‖Hj‖Un‖Hj .

Do Corolário 4.5, existe uma constante C > 0 tal que

‖θnx‖22 + ‖ϑnx‖22 ≤ C|AjUn|Hj |Un|Hj .

Agora, usando o fato de que 2ab ≤ (a+ b)2, existe uma constante C > 0 tal que

‖θnx‖22 + ‖ϑnx‖22 ≤ C(|AjUn|Hj + |Un|Hj)2.

Assim,
‖θnx‖2 ≤ C‖Un‖D(Aj). (4.88)

‖ϑnx‖2 ≤ C‖Un‖D(Aj). (4.89)

Portanto, de (4.86), (4.88) e (4.89), as sequências (θnx)n∈N e (ϑnx)n∈N são limitadas em L2(0, L).
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Por outro lado, somando termos apropriadamente e usando a Desigualdade Triangular,

‖ϕnxx‖22 ≤ 2‖(ϕnx + ψn + lwn)x‖22 + 2‖ψnx + lwnx‖22
≤ 4

k
‖k(ϕnx + ψn + lwn)x + k0l(w

n
x − lϕn)− lγθn‖22 +

4

k
‖k0l(wnx − lϕn)− lγθn‖22

+4‖ψnx‖22 + 4l2‖wnx‖22.

Novamente usando as desigualdades Triangular e de Poincaré, segue de (4.87) que existe uma
constante C > 0 tal que

‖ϕnxx‖22 ≤ C‖Un‖D(Aj). (4.90)

Deste modo, de (4.86) e (4.90), segue que a sequência (ϕnxx)n∈N é limitada em L2(0, L).
Analogamente, usando o método de somar e subtrair termos apropriados juntamente com

as desigualdades triangular, de Poincaré e (4.87), podemos concluir que as sequências (ψnxx)n∈N e
(wnxx)n∈N são limitadas em L2(0, L).

Visto todas essas sequências limitadas, vamos concluir o desejado. De fato,

(1) A sequência (ϕn)N é limitada em H2. Pela Proposição 2.19, a aplicação

i : (H2, ‖ · ‖H2)→ (H1, ‖ · ‖H1)

é compacta, então existem N1 ⊂ N, (ϕn)n∈N1 e ϕ ∈ H1 tal que

‖ϕn − ϕ‖H1 → 0.

Como ϕn ∈ H1
0 para todo n ∈ N e (H1

0 , ‖ · ‖H1) é completo, segue que ϕ ∈ H1
0 .

(2) A sequência (Φn)n∈N1 é limitada em H1. Segue da Proposição 2.19 que a aplicação

i : (H1, ‖ · ‖H1)→ (C([0, L],R), ‖ · ‖∞)

é compacta. Logo, existem N2 ⊂ N1, (Φn)n∈N2 e Φ ∈ C([0, L],R) tal que

‖Φn − Φ‖∞ → 0.

Mas, como

0 ≤ ‖Φn − Φ‖22 =

∫ L

0

|Φn − Φ|2dx ≤ L‖Φn − Φ‖∞ → 0,

então Φ ∈ L2(0, L) e
‖Φn − Φ‖2 → 0.

(3) A sequência (ψn)N2 é limitada em H2. De modo análogo ao item (1), existem N3 ⊂ N2,



59

(ψn)n∈N3 e ψ ∈ H1 tal que
‖ψn − ψ‖H1 → 0.

Como ψn ∈ H1
0 e (H1

0 , ‖ · ‖H1) é completo (ou ψn ∈ H1
∗ e (H1

∗ , ‖ · ‖H1) é completo), segue
que ψ ∈ H1

0 (ou ψ ∈ H1
∗ ).

(4) A sequência (Ψn)n∈N3 é limitada em H1. Analogamente ao item (2), existem N4 ⊂ N3,
(Ψn)n∈N4 e Ψ ∈ L2 tal que

‖Ψn −Ψ‖2 → 0.

Sendo Ψn ∈ L2 e (L2, ‖ · ‖2) completo (ou Ψn ∈ L2
∗ e (L2

∗, ‖ · ‖2) completo), segue que
Ψ ∈ L2 (ou Ψ ∈ L2

∗).

(5) A sequência (wn)N4 é limitada em H2. De modo análogo ao item (1), existem N5 ⊂ N4,
(wn)n∈N5 e w ∈ H1 tal que

‖wn − w‖H1 → 0.

Como wn ∈ H1
0 e (H1

0 , ‖ · ‖H1) é completo (ou wn ∈ H1
∗ e (H1

∗ , ‖ · ‖H1) é completo), segue
que w ∈ H1

0 (ou w ∈ H1
∗ ).

(6) A sequência (W n)n∈N5 é limitada em H1. Analogamente ao item (2), existem N6 ⊂ N5,
(W n)n∈N6 e W ∈ L2 tal que

‖W n −W‖2 → 0.

Sendo W n ∈ L2 e (L2, ‖ · ‖2) completo (ou W n ∈ L2
∗ e (L2

∗, ‖ · ‖2) completo), segue que
W ∈ L2 (ou W ∈ L2

∗).

(7) A sequência (θn)n∈N6 é limitada em H1. Analogamente ao item (2), existem N7 ⊂ N6,
(θn)n∈N7 e θ ∈ L2 tal que

‖θn − θ‖2 → 0.

Sendo θn ∈ L2 e (L2, ‖ · ‖2) completo, segue que θ ∈ L2.

(8) A sequência (ϑn)n∈N7 é limitada em H1. Analogamente ao item (2), existem N8 ⊂ N7,
(ϑn)n∈N8 e ϑ ∈ L2 tal que

‖ϑn − ϑ‖2 → 0.

Sendo ϑn ∈ L2 e (L2, ‖ · ‖2) completo, segue que ϑ ∈ L2.

Assim, dos itens (1)-(8), existem U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ Hj e N8 ⊂ N tais que a
sequência (Un)n∈N8 converge para U no espaço (Hj, | · |Hj).

Logo, mostramos que dada uma sequência (Un) limitada em D(Aj), esta possui uma sub-
sequência convergente em Hj . Portanto, a aplicação i : (D(Aj), ‖ · ‖D(Aj)) → (Hj, | · |Hj) é
compacta.



60

Observação 10. No Lema 4.16, obtemos que o operador i : (D(Aj), ‖ · ‖D(Aj)) → (Hj, | · |Hj) é
compacto. Porém, sendo equivalente as normas | · |Hj e ‖ · ‖Hj , é possível mostrar que o operador
i : (D(Aj), ‖ · ‖D(Aj))→ (Hj, ‖ · ‖Hj) é também compacto.

Lema 4.17. Todos os valores espectrais de Aj são autovalores de Aj , para j = 1, 2.

Demonstração. Face às proposições 2.9 e 2.10, segue do Lema 4.16 que todos os valores espectrais
do operador Aj são autovalores de Aj , para j = 1, 2.

Lema 4.18. iR ⊂ ρ(Aj), para j = 1, 2.

Demonstração. Seja j = 1, 2. Suponhamos que iR * ρ(Aj), assim existe β ∈ R, β 6= 0 (pois já
vimos que 0 ∈ ρ(Aj)) tal que iβ ∈ σ(Aj). Do Lema 4.17, segue que iβ é um autovalor de Aj ,
portanto existe um autovetor não-nulo U ∈ D(Aj), satisfazendo a equação

iβU − AjU = 0. (4.91)

Reescrevendo a equação (4.91) em termos de suas componentes, temos

iβϕ− Φ = 0, (4.92)

iβρ1Φ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ = 0, (4.93)

iβψ −Ψ = 0, (4.94)

iβρ2Ψ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0, (4.95)

iβw −W = 0, (4.96)

iβρ1W − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0, (4.97)

iβθ − k1θxx +m(Wx − lΦ) = 0, (4.98)

iβϑ− k1ϑxx +mΨx = 0. (4.99)

Considerando o produto interno de (4.91) com U emHj , obtemos

iβ‖U‖2Hj − ((AjU,U))Hj = 0. (4.100)

Considerando a parte real em (4.100) e utilizando (4.57), segue que

‖θx‖22 = ‖ϑx‖22 = 0.

Assim, obtemos que θx = ϑx = 0. Usando a desigualdade de Poincaré,

0 ≤ ‖θ‖2 ≤ C‖θx‖2 = 0.
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Assim, θ = 0. Analogamente, temos que ϑ = 0. Deste modo, substituindo em (4.98), temos que

Wx − lΦ = 0

e usando as equações (4.92) e (4.96),

wx − lϕ =
1

iβ
(Wx − lΦ) = 0 (4.101)

Substituindo (4.92) em (4.93), segue que

−β2ρ1ϕ− k(ϕx + ψ + lw)x = 0. (4.102)

Por outro lado, substituindo (4.96) em (4.97),

−β2ρ1w + kl(ϕx + ψ + lw) = 0. (4.103)

Derivando a equação (4.103) e somando com (4.102), temos

−β2ρ1(wx + lϕ) = 0⇒ wx + lϕ = 0. (4.104)

De (4.101) e (4.104), segue que wx = ϕ = 0 e, usando a Desigualdade de Poincaré, do mesmo
modo que foi feito para as funções θ e ϑ, obtemos que w = 0. Além disso, de (4.103), segue que
ψ = 0. Voltando em (4.92), (4.94) e (4.96), temos que Φ = Ψ = W = 0.

Assim, obtemos que U = 0, o que contradiz o fato de U ser um autovetor não-nulo associ-
ado ao autovalor iβ. Portanto, iR ⊆ ρ(Aj), para j = 1, 2.

De acordo com o Lema 4.18, temos que iR ⊆ ρ(Aj), para j = 1, 2. Deste modo, dado
F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8) ∈ Hj , existe U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ D(Aj) satisfazendo
a equação resolvente

iβU − AjU = F. (4.105)

Reescrevendo (4.105) em termos de suas componentes, obtemos o seguinte sistema de
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equações:

iβϕ− Φ = f1, (4.106)

iβρ1Φ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ = ρ1f2, (4.107)

iβψ −Ψ = f3, (4.108)

iβρ2Ψ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = ρ2f4, (4.109)

iβw −W = f5, (4.110)

iβρ1W − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = ρ1f6, (4.111)

iβθ − k1θxx +m(Wx − lΦ) = f7, (4.112)

iβϑ− k1ϑxx +mΨx = f8. (4.113)

Lema 4.19. Seja U ∈ D(Aj) satisfazendo a equação resolvente (4.105) para algum β ∈ R e

algum F ∈ Hj . Então, as funções θ e ϑ satisfazem

‖θx‖22 + ‖ϑx‖22 ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj (4.114)

para alguma constante C > 0.

Demonstração. Considerando o produto interno da equação resolvente com U ∈ D(Aj), temos

iβ‖U‖2Hj + ((−AjU,U))Hj = ((F,U))Hj .

Considerando sua parte real, segue de (4.57), que

k1γ

m
(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22) = Re((F,U))Hj .

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

k1γ

m
(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22) ≤ ‖F‖Hj‖U‖Hj . (4.115)

Portanto, existe uma constante C > 0 tal que

‖θx‖22 + ‖ϑx‖22 ≤ C‖F‖Hj‖U‖Hj .

Neste momento, nosso objetivo é obter estimativas locais para as funções coordenadas do
vetor U ∈ D(Aj) e, após a obtenção destas estimativas, utilizar a Desigualdade de Observabilidade
para o sistema de Bresse, para que seja possível estender estas estimativas para o intervalo (0, L).

Neste intuito, exigiremos que a solução do problema (4.53) tenha mais regularidade, pois
em alguns momentos será necessário que precisemos, por exemplo, derivar três vezes a função w.
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Deste modo, para que exista a terceira derivada da função w, exigiremos U ∈ D(A2
j). Notemos

que tal exigência não acarretará em problemas, pois é possível, via densidade do domínio e uni-
cidade de solução, utilizar a teoria de semigrupos de operadores lineares e estender os resultados
obtidos para os espaços Hj e D(Aj) nos teoremas de decaimento exponencial e polinomial, res-
pectivamente. Além disso, afim de obter tais estimativas, consideraremos |β| > 1 suficientemente
grande, sem nenhuma perca de generalidade.

Com efeito, dado L0 ∈ (0, L), existe δ > 0 tal que (L0 − δ, L0 + δ) ⊂ (0, L). Considere
uma função s1 ∈ C2((0, L),R) satisfazendo as seguintes propriedades

supp(s1) ⊂ (L0 − δ, L0 + δ), 0 ≤ s1(x) ≤ 1, para todo x ∈ (0, L), (4.116)

s1(x) = 1, para todo x ∈
[
L0 −

δ

2
, L0 +

δ

2

]
. (4.117)

Considerando L = 6, L0 = 3 e δ = 2, temos um exemplo de função s1, dado por:

s1(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 1,

e
1

(x−2)2−1 e, 1 ≤ x ≤ 2,

1, 2 ≤ x ≤ 4,

e
1

(x−4)2−1 e, 4 ≤ x ≤ 5,

0, 5 ≤ x ≤ 6.

(4.118)

A ideia geométrica do exemplo de função s1 está dada na Figura 4.1.

Figura 4.1: Exemplo de uma função s1.
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Lema 4.20. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj

+
C

|β|
‖F‖2Hj + C‖θx‖2

(∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2dx

)1/2

. (4.119)

Demonstração. Primeiramente, das equações (4.106) e (4.110), temos que

Wx − lΦ = iβ(wx − lϕ)− (f5,x − lf1). (4.120)

Substituindo (4.120) na equação (4.112),

iβθ − k1θxx +m(iβ(wx − lϕ)− (f5,x − lf1)) = f7,

o que implica
iβθ − k1θxx + iβm(wx − lϕ) = f7 +m(f5,x − lf1). (4.121)

Multiplicando a equação (4.121) por k0s1(wx − lϕ) e integrando no intervalo (0, L), temos

iβ

∫ L

0

k0s1θ(wx − lϕ)dx− k1
∫ L

0

k0s1θxx(wx − lϕ)dx+ iβm

∫ L

0

k0s1|wx − lϕ|2dx

=

∫ L

0

k0s1f7(wx − lϕ)dx+m

∫ L

0

k0s1(f5,x − lf1)(wx − lϕ)dx,

e integrando por partes,

iβk0m

∫ L

0

s1|wx − lϕ|2dx = −k1
∫ L

0

s1θx(k0(wx − lϕ)x)dx︸ ︷︷ ︸
:=I1

−k1k0
∫ L

0

s′1θx(wx − lϕ)dx

+k0

∫ L

0

s1θ(iβ(wx − lϕ))dx︸ ︷︷ ︸
:=I2

+k0

∫ L

0

s1f7(wx − lϕ)dx

+mk0

∫ L

0

s1(f5,x − lf1)(wx − lϕ)dx. (4.122)

Assim, usando a equação (4.111),

I1 = −k1
∫ L

0

s1θx(iβρ1W + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx − ρ1f6)dx

= iβk1ρ1

∫ L

0

s1θxWdx− k1kl
∫ L

0

s1θx(ϕx + ψ + lw)dx− k1γ
∫ L

0

s1|θx|2dx

+k1ρ1

∫ L

0

s1θxf6dx. (4.123)
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Por outro lado, usando as equações (4.106) e (4.110),

I2 = k0

∫ L

0

s1θ(f5,x − lf1 +Wx − lΦ)dx

= −k0
∫ L

0

[s1θ]xWdx− k0l
∫ L

0

s1θΦdx+ k0

∫ L

0

s1θ(f5,x − lf1)dx. (4.124)

Substituindo (4.123) e (4.124) na igualdade (4.122),

iβk0m

∫ L

0

s1|wx − lϕ|2dx = iβk1ρ1

∫ L

0

s1θxWdx+ I3, (4.125)

onde

I3 = −k1γ
∫ L

0

s1|θx|2dx− k1k0
∫ L

0

s′1θx(wx − lϕ)dx− k0
∫ L

0

[s1θ]xWdx

−k0l
∫ L

0

s1θΦdx+ k0

∫ L

0

s1θ(f5,x − lf1)dx+ k1ρ1

∫ L

0

s1θxf6dx

−k1kl
∫ L

0

s1θx(ϕx + ψ + lw)dx+ k0

∫ L

0

s1f7(wx − lϕ)dx

+mk0

∫ L

0

s1(f5,x − lf1)(wx − lϕ)dx.

Usando a Desigualdade (4.114), a hipótese (4.116) sobre a função s1 e as desigualdades de
Hölder e Poincaré, temos que existe uma constante C > 0 tal que

|I3| ≤ C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖θx‖2‖F‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj . (4.126)

Deste modo, usando a condição de que supp(s1) ⊂ (L0 − δ, L0 + δ), temos de (4.125) que

|β|
∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖θx‖2‖F‖Hj

+C|β|
∫ L0+δ

L0−δ
s1|θx||W |dx.

Portanto, usando as desigualdades de Hölder e Young e a estimativa (4.114),∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖F‖2Hj

+C‖θx‖2
(∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2

)1/2

dx,

provando (4.119).
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Lema 4.21. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|W |2dx ≤ C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj . (4.127)

Demonstração. Multiplicando a equação (4.111) por −s1w e integrando no intervalo (0, L),

−ρ1
∫ L

0

s1f6wdx = ρ1

∫ L

0

s1W (iβw)dx+ k0

∫ L

0

s1(wx − lϕ)xwdx

−kl
∫ L

0

s1(ϕx + ψ + lw)wdx− γ
∫ L

0

s1θxwdx.

Usando a equação (4.110) e integrando por partes,

−ρ1
∫ L

0

s1f6wdx = ρ1

∫ L

0

s1W (W + f5)dx− k0
∫ L

0

s′1(wx − lϕ)wdx

−k0
∫ L

0

s1|wx − lϕ|2dx− lk0
∫ L

0

s1(wx − lϕ)ϕdx

−kl
∫ L

0

s1ϕxwdx− kl
∫ L

0

(ψ + lw)wdx− γ
∫ L

0

s1θxwdx,

o que implica, usando (4.110) e integrando por partes novamente,

ρ1

∫ L

0

s1|W |2dx = k0

∫ L

0

s1|wx − lϕ|2dx+ lk0

∫ L

0

s1(wx − lϕ)ϕdx

−ρ1
∫ L

0

s1[f6w +Wf5]dx+
i

β
γ

∫ L

0

s1θx(W + f5)dx︸ ︷︷ ︸
:=I4

−kl2
∫ L

0

s1|ϕ|2dx− kl
∫ L

0

s′1ϕwdx+ kl

∫ L

0

s1(ψ + lw)wdx︸ ︷︷ ︸
:=I5

−kl
∫ L

0

s1ϕ(wx − lϕ)dx+ k0

∫ L

0

s′1(wx − lϕ)wdx︸ ︷︷ ︸
:=I6

. (4.128)

Utilizando a Desigualdade de Hölder, observamos que existe uma constante C > 0 tal que

|I4| ≤
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖F‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj . (4.129)
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Além disso, usando as equações (4.106) e (4.110),

I6 =
k0
|β|2

∫ L

0

s′1(Wx − lΦ + f5,x − lf1)(W + f5)dx

=
k0
|β|2

∫ L

0

s′1(f5,x − lf1)(W + f5)dx−
k0l

|β|2

∫ L

0

s′1Φ(W + f5)dx

+
k0
|β|2

∫ L

0

s′1Wxf5dx+
k0
|β|2

∫ L

0

s′1WxWdx. (4.130)

Usando integração por partes, segue do Lema 2.22 que

Re
∫ L

0

s′1WxWdx = −1

2

∫ L

0

s′′1|W |2dx.

Assim, usando integração por partes em (4.130) e considerando sua parte real,

Re I6 = Re
k0
|β|2

∫ L

0

s′1(f5,x − lf1)(W + f5)dx− Re
k0l

|β|2

∫ L

0

s′1Φ(W + f5)dx

−Re
k0
|β|2

∫ L

0

s′′1Wf5dx− Re
k0
|β|2

∫ L

0

s′1Wf5,xdx

− k0
2|β|2

∫ L

0

s′′1|W |2dx.

Logo, usando as desigualdades de Hölder, Poincaré e Young, existe uma constante positiva
C > 0 tal que

|Re I6| ≤
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj . (4.131)

Resta limitar o termo I5. De fato, usando as equações (4.106), (4.108) e (4.110),

I5 = − kl
2

|β|2

∫ L

0

s1|Φ + f1|2dx−
kl

|β|2

∫ L

0

s′1(Φ + f1)(W + f5)dx

+
kl

|β|2

∫ L

0

s1(Ψ + f3 + lW + lf5)(W + f5)dx,

o que implica, usando as desigualdades triangular, de Hölder, de Poincaré e de Young, que

|I5| ≤
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj , (4.132)

para alguma constante C > 0.
Deste modo, considerando a parte real em (4.128), utilizando as estimativas (4.129), (4.131)
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e (4.132) e usando a hipótese (4.116), temos que∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2dx ≤ C

∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx+ C

∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ||ϕ|dx

+
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖F‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj

+
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj ,

para alguma constante C > 0. Usando a Desigualdade de Hölder,

∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2dx ≤ C

∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx+ C

(∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx

)1/2

‖ϕ‖2

+
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖F‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj

+
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj ,

para alguma constante C > 0.

Por fim, usando a Desigualdade de Young e as estimativas dos Lemas 4.19 e 4.20, segue
que existe C > 0 tal que

∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2dx ≤ C‖θx‖2

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|W |2dx

)1/2

+ C‖ϕ‖22 +
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj

+C‖U‖Hj‖F‖Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj .

Mais uma vez, utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa obtida no Lema 4.19 e a
igualdade (4.106), existe C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2dx ≤

C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj . (4.133)

Portanto, segue da propriedade (4.117) para a função s1 que existe uma constante C > 0

tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|W |2dx ≤ C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj ,

provando (4.127) e concluindo a demonstração do Lema 4.21.
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Corolário 4.22. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx ≤
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj . (4.134)

Demonstração. Substituindo a Desigualdade (4.133) obtida na demonstração do Lema 4.21 na
estimativa (4.119) do Lema 4.20 e utilizando o fato de que existe C > 0 tal que, para quaisquer
a, b > 0,

√
a+ b ≤ C

(√
a+
√
b
)
, (4.135)

temos que∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖F‖2Hj + C‖θx‖2‖F‖Hj

+C‖θx‖2
(

C

|β|1/2
‖θx‖1/22 ‖U‖

1/2
Hj + C‖U‖1/2Hj ‖F‖

1/2
Hj

)
.

Utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa do Lema 4.19 e a propriedade (4.117)
para a função s1, existe C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx ≤
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj .

Isto conclui a prova do Corolário 4.22.

Lema 4.23. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj

C

|β|
‖F‖2Hj + C‖ϑx‖2

(∫ L0+δ

L0−δ
s1|Ψ|2dx

)1/2

. (4.136)

Demonstração. Primeiramente, da equação (4.108), temos que

Ψx = iβψx − f3,x.

Substituindo em (4.113),

iβϑ− k1ϑxx +m(iβψx − f3,x) = f8,

o que implica
iβϑ− k1ϑxx +miβψx = f8 +mf3,x. (4.137)
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Multiplicando (4.137) por bs1ψx e integrando no intervalo (0, L), temos

iβ

∫ L

0

bs1ϑψxdx− k1
∫ L

0

bs1ϑxxψxdx+miβ

∫ L

0

bs1|ψx|2dx

=

∫ L

0

bs1f8ψxdx+m

∫ L

0

bs1f3,xψxdx,

e integrando por partes,

iβmb

∫ L

0

s1|ψx|2dx = −k1
∫ L

0

s1ϑx(bψxx)dx︸ ︷︷ ︸
:=I7

−k1b
∫ L

0

s′1ϑxψxdx

+b

∫ L

0

s1ϑ(iβψx)dx︸ ︷︷ ︸
:=I8

+b

∫ L

0

s1f8ψxdx

+mb

∫ L

0

s1f3,xψxdx. (4.138)

Deste modo, usando a equação (4.109),

I7 = −k1
∫ L

0

s1ϑx(iβρ2Ψ + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx − ρ2f4)dx

= iβk1ρ2

∫ L

0

s1ϑxΨdx− k1k
∫ L

0

s1ϑx(ϕx + ψ + lw)dx

−k1γ
∫ L

0

s1|ϑx|2dx+ k1ρ2

∫ L

0

s1ϑxf4dx. (4.139)

Por outro lado, usando (4.108),

I8 = b

∫ L

0

s1ϑ(f3,x + Ψx)dx = b

∫ L

0

s1ϑΨxdx+ b

∫ L

0

s1ϑf3,xdx,

e integrando por partes,

I8 = −b
∫ L

0

s′1ϑΨdx− b
∫ L

0

s1ϑxΨdx+ b

∫ L

0

s1ϑf3,xdx. (4.140)

Substituindo as igualdades (4.139) e (4.140) em (4.138), temos

iβmb

∫ L

0

s1|ψx|2dx = iβk1ρ2

∫ L

0

s1ϑxΨdx+ I9, (4.141)
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onde

I9 = −k1k
∫ L

0

s1ϑx(ϕx + ψ + lw)dx− k1γ
∫ L

0

s1|ϑx|2dx

+k1ρ2

∫ L

0

s1ϑxf4dx− k1b
∫ L

0

s′1ϑxψxdx− b
∫ L

0

s′1ϑΨdx

−b
∫ L

0

s1ϑxΨdx+ b

∫ L

0

s1ϑf3,xdx+ b

∫ L

0

s1f8ψxdx

+mb

∫ L

0

s1f3,xψxdx.

Assim, usando a Estimativa (4.114), juntamente com as desigualdades de Hölder e Poin-
caré, e utilizando também a propriedade (4.116) da função s1, temos que existe uma constante
C > 0 tal que

|I9| ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖ϑx‖2‖F‖Hj .

Com isto, retornando a equação (4.141) e, novamente, usando a condição (4.116) para s1,
temos que

|β|
∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖ϑx‖2‖F‖Hj + C‖ϑx‖2‖F‖Hj

+C|β|
∫ L0+δ

L0−δ
s1|ϑx||Ψ|dx.

Por fim, usando as desigualdades de Hölder e Young, juntamente com a Desigualdade
(4.114), existe uma constante C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖F‖2Hj

+C‖ϑx‖2
(∫ L0+δ

L0−δ
s1|Ψ|2dx

)1/2

,

provando o Lema 4.23.

Lema 4.24. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Ψ|2dx ≤ C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj . (4.142)

Demonstração. Multiplicando a equação (4.109) por−s1ψ e integrando no intervalo (0, L), temos

−ρ2
∫ L

0

s1f4ψdx = ρ2

∫ L

0

s1Ψ(iβψ)dx+ b

∫ L

0

s1ψxxψdx

−k
∫ L

0

s1(ϕx + ψ + lw)ψdx− γ
∫ L

0

s1ϑxψdx.
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Usando (4.108) e integrando por partes,

−ρ2
∫ L

0

s1f4ψdx = ρ2

∫ L

0

s1Ψ(Ψ + f3)dx− b
∫ L

0

s′1ψxψdx− b
∫ L

0

s1|ψx|2dx

−k
∫ L

0

s1ϕxψdx− k
∫ L

0

s1(ψ + lw)ψdx− γ
∫ L

0

s1ϑxψdx,

de onde vem, usando integração por partes, que

ρ2

∫ L

0

s1|Ψ|2dx = b

∫ L

0

s1|ψx|2dx+

∫ L

0

s′1ψxψdx− k
∫ L

0

s′1ϕψdx

−k
∫ L

0

s1ϕψxdx+ k

∫ L

0

s1(ψ + lw)ψdx+ γ

∫ L

0

s1ϑxψdx

−ρ2
∫ L

0

s1f4ψdx− ρ2
∫ L

0

s1Ψf3dx,

e, novamente, usando a equação (4.108),

ρ2

∫ L

0

s1|Ψ|2dx = b

∫ L

0

s1|ψx|2dx− k
∫ L

0

s1ϕψxdx+

∫ L

0

s′1ψxψdx︸ ︷︷ ︸
:=I10

−ρ2
∫ L

0

s1[f4ψ + Ψf3]dx+
i

β
γ

∫ L

0

s1ϑx(Ψ + f3)dx︸ ︷︷ ︸
:=I11

−k
∫ L

0

s′1ϕψdx+ k

∫ L

0

s1(ψ + lw)ψdx︸ ︷︷ ︸
:=I12

. (4.143)

Primeiramente, segue do Lema 2.22 que

Re
∫ L

0

s′1ψxψdx = −1

2

∫ L

0

s′′1|ψ|2dx.

Deste modo, usando a equação (4.108), temos que

Re I10 = −1

2

∫ L

0

s′′1

∣∣∣∣Ψ + f3
iβ

∣∣∣∣2 dx,
o que implica, usando as desigualdades Triangular e de Poincaré, que existe uma constante C > 0

tal que

|Re I10| ≤
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj . (4.144)

Além disso, utilizando as desigualdades de Hölder e de Poincaré, e também a hipótese
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(4.116) sobre a função s1, notamos que

|I11| ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj +
C

|β
‖ϑx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖F‖Hj . (4.145)

Por fim, para estimar o termo I12, usaremos as equações (4.106), (4.108) e (4.110), obtendo,

I12 = − k

|β|2

∫ L

0

s′1(Φ + f1)(Ψ + f3)dx+
k

|β|2

∫ L

0

s1(Ψ + f3 + lW + lf5)(Ψ + f3)dx.

Assim, usando as desigualdades de Hölder, Triangular, de Poincaré e de Young, existe uma
constante C > 0 tal que

|I12| ≤
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj . (4.146)

Com isto, considerando a parte real em (4.143), usando a desigualdade de Hölder e a hipó-
tese (4.116) sobre a função s1, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+δ

L0−δ
s1|Ψ|2dx ≤ C

∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx+ C

(∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx

)1/2

‖ϕ‖2

+
C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖F‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj

+
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj .

Por fim, usando a Desigualdade de Young e as estimativas dos Lemas 4.19 e 4.23, segue
que existe C > 0 tal que

∫ L0+δ

L0−δ
s1|Ψ|2dx ≤ C‖ϑx‖2

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Ψ|2dx

)1/2

+ C‖ϕ‖22 +
C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj

+C‖U‖Hj‖F‖Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj .

Mais uma vez, utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa obtida no Lema 4.19 e a
igualdade (4.106), existe C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|Ψ|2dx ≤

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj . (4.147)

Portanto, segue da Propriedade (4.117) para a função s1 que existe uma constante C > 0

tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Ψ|2dx ≤ C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj ,

provando (4.142) e, consequentemente, o Lema 4.24.
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Corolário 4.25. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|ψx|2dx ≤
C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj . (4.148)

Demonstração. Substituindo a Desigualdade (4.147) obtida na demonstração do Lema 4.24 na
estimativa (4.136) do Lema 4.23 e utilizando o fato (4.135), existe C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖F‖2Hj + C‖ϑx‖2‖F‖Hj

+C‖ϑx‖2
(

C

|β|1/2
‖ϑx‖1/22 ‖U‖

1/2
Hj + C‖U‖1/2Hj ‖F‖

1/2
Hj

)
.

Utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa do Lema 4.19 e a propriedade (4.117)
para a função s1, existe C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|ψx|2dx ≤
C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj .

Para as próximas estimativas, considere uma função s2 ∈ C2((0, L),R) satisfazendo as
seguintes propriedades

supp(s2) ⊂
(
L0 −

δ

2
, L0 +

δ

2

)
, 0 ≤ s2(x) ≤ 1, para todo x ∈ (0, L), (4.149)

s2(x) = 1, para todo x ∈
[
L0 −

δ

3
, L0 +

δ

3

]
. (4.150)

Considerando L = 6, L0 = 3 e δ = 2, temos um exemplo de função s2, dado por:

s2(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 2,

e
1

(3x−7)2−1 e, 2 ≤ x ≤ 7
3
,

1, 7
3
≤ x ≤ 11

3
,

e
1

(3x−11)2−1 e, 11
3
≤ x ≤ 4,

0, 4 ≤ x ≤ 6.

(4.151)

A ideia geométrica do exemplo de uma função s2 está dada na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Exemplo de uma função s2.

Lema 4.26. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw|2dx ≤ C|β||k0 − k|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

+C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj . (4.152)

Demonstração. Multiplicando a equação (4.107) por s2 klρ1ϕ e integrando no intervalo (0, L), temos

kl

∫ L

0

s2f2ϕdx = iβkl

∫ L

0

s2Φϕdx−
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)xϕdx

−k0kl
2

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx+
l2kγ

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx.

Integrando por partes e somando alguns termos apropriadamente,

k2l

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx = iβk

∫ L

0

s2(−lΦ)ϕdx− k2l

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx− l2kγ

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx

+kl

∫ L

0

s2f2ϕdx+
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx.

(4.153)

Por outro lado, derivando a equação (4.111), multiplicando por s2kϕ e integrando no inter-
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valo (0, L), temos

k

∫ L

0

s2f6,xϕdx = iβk

∫ L

0

s2Wxϕdx−
k

ρ1

∫ L

0

s2(k0(wx − lϕ)xx)ϕdx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)xϕdx+
γk

ρ1

∫ L

0

s2θxxϕdx.

Integrando por partes,

iβk

∫ L

0

s2Wxϕdx+
k

ρ1

∫ L

0

s′2(k0(wx − lϕ)x)ϕdx+
k

ρ1

∫ L

0

s2(k0(wx − lϕ)x)ϕxdx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)xϕdx−
γk

ρ1

∫ L

0

θx[s2ϕ]xdx+ k

∫ L

0

f6[s2ϕ]xdx = 0.

(4.154)

Somando as igualdades (4.153) e (4.154), temos

k2l

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx = iβk

∫ L

0

s2(Wx − lΦ)ϕdx− k2l

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx− l2γk

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx+ lk

∫ L

0

s2f2ϕdx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)xϕdx︸ ︷︷ ︸
:=I13

−kγ
ρ1

∫ L

0

θx[s2ϕ]xdx

+
k

ρ1

∫ L

0

s2(k0(wx − lϕ)x)ϕxdx︸ ︷︷ ︸
:=I14

+k

∫ L

0

f6[s2ϕ]xdx

+
k

ρ1

∫ L

0

s′2(k0(wx − lϕ)x)ϕdx︸ ︷︷ ︸
:=I15

. (4.155)

Agora, observe que, integrando por partes, podemos reescrever o termo I13 da seguinte
forma

I13 =
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)xϕdx

= −k
2l

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx− k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)ϕxdx

= −k
2l

ρ1
s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx− k2l

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx

+
k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx.
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Logo, substituindo I13 em (4.155),

2k2l

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx = iβk

∫ L

0

s2(Wx − lΦ)ϕdx− 2k2l

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx

+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx− l2γk

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx

+
2k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx+ lk

∫ L

0

s2f2ϕdx

−kγ
ρ1

∫ L

0

θx[s2ϕ]xdx+ k

∫ L

0

f6[s2ϕ]xdx+ I14 + I15,

(4.156)

onde I14 e I15 são dados em (4.155).
Neste momento, antes de começarmos a estimar cada termo presente em (4.156), podemos

observar que, usando a equação (4.106),

iβk

∫ L

0

s2(Wx − lΦ)ϕdx = −k
∫ L

0

s2(Wx − lΦ)Φdx− k
∫ L

0

s2(Wx − lΦ)f1dx.

Com isto, usando as equações (4.106) e (4.110), além disso, integrando por partes,

iβk

∫ L

0

s2(Wx − lΦ)ϕdx = −iβk
∫ L

0

s2(wx − lϕ)Φdx+ k

∫ L

0

s2(f5,x − lf1)Φdx

+k

∫ L

0

W [s2f1]xdx+ kl

∫ L

0

s2Φf1dx. (4.157)

Substituindo (4.157) em (4.156), chegamos a

2k2l

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx = −iβk
∫ L

0

s2(wx − lϕ)Φdx+
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx

−2k2l

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx− l2γk

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx

+
2k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx

+k

∫ L

0

f6[s2ϕ]xdx−
kγ

ρ1

∫ L

0

θx[s2ϕ]xdx+ lk

∫ L

0

s2f2ϕdx

+k

∫ L

0

s2W [s2f1]xdx+ k

∫ L

0

s2(f5,x − lf1)Φdx

+kl

∫ L

0

s2Φf1dx+ I14 + I15. (4.158)

Agora, vamos trabalhar com os termos I14 e I15. Com efeito, realizando uma integração
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por partes em I14,

I14 = − k

ρ1

∫ L

0

s′2(k0(wx − lϕ))ϕxdx−
k

ρ1

∫ L

0

s2(k0(wx − lϕ))(ϕx + ψ + lw)xdx

+
k

ρ1

∫ L

0

s2(k0(wx − lϕ))(ψ + lw)xdx,

e, usando a equação (4.107),

I14 = −k0k
ρ1

∫ L

0

s′2(wx − lϕ)ϕxdx+
k0k

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ψxdx

+
lk0k

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)wxdx+ iβk0

∫ L

0

s2(wx − lϕ)Φdx

+
k20l

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)(wx − lϕ)dx− k0lγ

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)θdx

+k0

∫ L

0

s2(wx − lϕ)f2dx. (4.159)

Além disso, integrando por partes o termo I15,

I15 = −k0k
ρ1

∫ L

0

s′′2(wx − lϕ)ϕdx− k0k

ρ1

∫ L

0

s′′2(wx − lϕ)ϕxdx. (4.160)

Deste modo, substituindo (4.159) e (4.160) em (4.158), segue que

2k2l

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx = iβ(k0 − k)

∫ L

0

s2(wx − lϕ)Φdx+ I16 + I17 + I18

+
2k2l

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx,

(4.161)

onde I16, I17 e I18 são dados, respectivamente, da seguinte forma

I16 = k

∫ L

0

W [s2f1]xdx+ kl

∫ L

0

s2Φf1dx+ k

∫ L

0

s2(f5,x − lf1)Φdx

− l
2γk

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx+ kl

∫ L

0

s2f2ϕdx+
γk

ρ1

∫ L

0

θx[s2ϕ]xdx+ k

∫ L

0

f6[s2ϕ]xdx

−k0lγ
ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)θdx+ k0

∫ L

0

s2(wx − lϕ)f6dx,
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I17 =
k0kl

2

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx− k0k

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕxdx+
k0k

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ψxdx

+
k0kl

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)wxdx−
k0k

ρ1

∫ L

0

s′′2(wx − lϕ)ϕ− k0k

ρ1

∫ L

0

s′2(wx − lϕ)ϕxdx

+
k20l

ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)(wx − lϕ)dx,

I18 = −2k2l

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx.

A partir de agora, começaremos a limitar estes termos. Primeiramente, usando as desigual-
dades de Hölder, Poincaré e Young, juntamente com a Estimativa (4.114), existe uma constante
C > 0 tal que

|I16| ≤ C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj . (4.162)

Além disso, utilizando as desigualdades de Hölder e Poincaré, e também usando a propri-
edade (4.149) para a função s2, existe uma constante C > 0 tal que

|I17| ≤ C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

. (4.163)

Por fim, usando as equações (4.106), (4.108) e (4.110), vem que

I18 = − 2k2l

ρ1β2

∫ L

0

s′2(Φx + f1,x + Ψ + f3 + lW + lf5)(Φ + f1)dx,

e do Lema 2.22, obtemos

Re
∫ L

0

s′2ΦxΦdx = −1

2

∫ L

0

s′2|Φ|2dx,

de onde, utilizando as desigualdades de Hölder e Young, existe uma constante C > 0 tal que

|Re I18| ≤
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj . (4.164)

Voltando em (4.161), considerando sua parte real, usando as estimativas (4.162), (4.163) e
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(4.164), juntamente com a propriedade (4.149) da função s2, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw|2dx ≤ C|β||k0 − k|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

+C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj

+C

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw||ψ + lw|dx. (4.165)

Finalmente, utilizando as equações (4.108) e (4.110),

C

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw||ψ + lw|dx =
C

|β|

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw||Ψ + f3 + lW + lf5|dx.

Utilizando as desigualdades de Hölder, de Young e Triangular,

C

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw||ψ + lw|dx ≤ 1

2

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw|2dx

+
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj ,

para alguma constante C > 0. Substituindo esta estimativa em (4.165), existe uma constante
positiva C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw|2dx ≤ C|β||k0 − k|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

+C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj ,

como desejado em (4.152).

Lema 4.27. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|Φ|2dx ≤ C|β||k0 − k|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

+C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj . (4.166)
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Demonstração. Começamos esta demonstração multiplicando a equação (4.107) por −s2ϕ e inte-
grando no intervalo (0, L), obtendo

−ρ1
∫ L

0

s2f2ϕdx = −iβρ1
∫ L

0

s2Φϕdx+ k

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)xϕdx

+k0l

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx− lγ
∫ L

0

s2θϕdx.

Usando a equação (4.106) e integrando por partes,

ρ1

∫ L

0

s2|Φ|2dx = −ρ1
∫ L

0

s2Φf1dx+ k

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx

+k

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)ϕxdx+ k0l

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx

+lγ

∫ L

0

s2θϕdx− ρ1
∫ L

0

s2f2ϕdx,

implicando, após somar termos específicos, que∫ L

0

s2|Φ|2dx = −
∫ L

0

s2Φf1dx+
k

ρ1

∫ L

0

s′2(ϕx + ψ + lw)ϕdx︸ ︷︷ ︸
:=I19

+
k

ρ1

∫ L

0

s2|ϕx + ψ + lw|2dx− k

ρ1

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx︸ ︷︷ ︸
:=I20

−k0l
ρ1

∫ L

0

s2(wx − lϕ)ϕdx+
lγ

ρ1

∫ L

0

s2θϕdx−
∫ L

0

s2f2ϕdx. (4.167)

Usando as equações (4.106), (4.108) e (4.110),

I19 =
k

ρ1β2

∫ L

0

s′2(Φx + f1,x + Ψ + f3 + lW + lf5)(Φ + f1)dx,

e notando que, integrando por partes, segue do Lema 2.22 que

Re
∫ L

0

s′2ΦxΦdx = −1

2

∫ L

0

s′′2|Φ|2dx,

temos, utilizando as desigualdades de Hölder e Young, que existe uma constante C > 0 tal que

|Re I19| ≤
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj . (4.168)
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Por outro lado, usando as equações (4.108) e (4.110),

I20 = − ik

ρ1β

∫ L

0

s2(ϕx + ψ + lw)(Ψ + f3 + lW + lf5)dx.

Com isto, usando as desigualdades de Hölder e Young, a Desigualdade Triangular e a Propriedade
(4.149) sobre a função s2, existe uma constante C > 0 tal que

|I20| ≤ C

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|ϕx + ψ + lw|2dx+
C

|β|2
‖U‖2Hj +

C

|β|2
‖F‖2Hj . (4.169)

Portanto, considerando a parte real em (4.167), usando a Desigualdade de Hölder, as esti-
mativas (4.168) e (4.169), a estimativa obtida no Lema 4.26 e a propriedade (4.149) sobre a função
s2, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|Φ|2dx ≤ C|β||k0 − k|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

+C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj ,

provando (4.166).

Corolário 4.28. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
3

L0− δ3

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |Φ|2

)
dx ≤ C|β||k0 − k|

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj

(∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx

)1/2

+C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj .

(4.170)

Demonstração. Basta utilizarmos, nas estimativas dos lemas 4.26 e 4.27, a Propriedade (4.150)
para a função s2 e, com isto, temos (4.170).

Agora, é o momento preciso onde usaremos a condição (4.81). Nos resultados a seguir,
para simplificar as notações, vamos considerar

I δ
3

=

∫ L0+
δ
3

L0− δ3

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2 + |ψx|2 + |Φ|2 + |Ψ|2 + |W |2

)
dx. (4.171)
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Corolário 4.29. Sob as notações anteriores, sejam χ0 = 0 em (4.81) e |β| > 1 suficientemente

grande, então dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que

I ≤ ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj . (4.172)

Demonstração. Seja ε > 0 arbitrário. Nesta demonstração, usaremos a Desigualdade de Young
com ε > 0 em diversos momentos.

Primeiramente, observemos que, sendo χ0 = 0, segue do Corolário 4.28 que, utilizando a
Desigualdade de Young com ε > 0, existe Cε > 0 tal que

∫ L0+
δ
3

L0− δ3

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |Φ|2

)
dx ≤ Cε

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx+ ε‖U‖2Hj + C‖F‖2Hj

+C‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj .

Logo, do Corolário 4.22, existe C > 0 tal que

∫ L0+
δ
3

L0− δ3

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |Φ|2

)
dx ≤ Cε

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + Cε‖F‖2Hj + Cε‖U‖Hj‖F‖Hj

+
C

|β|2
‖U‖2Hj + ε‖U‖2Hj . (4.173)

Assim, segue dos Corolários 4.22, 4.25, dos Lemas 4.24, 4.21 e de (4.173) que existe uma cons-
tante C > 0 tal que

I δ
3
≤ Cε
|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + Cε‖F‖2Hj

+Cε‖U‖Hj‖F‖Hj +
C

|β|2
‖U‖2Hj + ε‖U‖2Hj . (4.174)

Mais uma vez, usando a Desigualdade de Young e a Estimativa (4.114), existe C > 0 tal
que

I δ
3
≤ Cε‖U‖Hj‖F‖Hj + Cε‖F‖2Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj + ε‖U‖2Hj . (4.175)

Por fim, usando a Desigualdade de Young com ε > 0,

I δ
3
≤ Cε‖F‖2Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj + ε‖U‖2Hj .

Sendo |β| > 1 suficientemente grande, temos que dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0

tal que
I δ

3
≤ ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj ,
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que mostra o resultado desejado.

Corolário 4.30. Sob as notações anteriores, sejam χ0 6= 0 em (4.81) e |β| > 1 suficientemente

grande, então dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que

I δ
3
≤ ε‖U‖2Hj + C|β|4‖F‖2Hj . (4.176)

Demonstração. Sendo χ0 6= 0, podemos observar que a maioria dos termos presentes em I já
foram estimados na demonstração do Corolário 4.29, com exceção do termo

C|β|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx,

que se encontra na estimativa do Corolário 4.28. Com isto, basta estimarmos tal termo e teremos
o resultado desejado.

Para isto, comecemos usando a Desigualdade de Young com ε > 0 e a Propriedade (4.149)
da função s2, obtendo

C|β|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx ≤ Cε|β|2
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx+ ε

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Φ|2dx.

Logo, segue do Corolário 4.22 que

C|β|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx ≤ C|β|‖θx‖2‖U‖Hj + C|β|2‖U‖Hj‖F‖Hj

+C|β|2‖F‖2Hj + ε‖U‖2Hj . (4.177)

Por fim, sendo |β| > 1, usando a Desigualdade de Young com ε > 0 e a Estimativa (4.114),
existe uma constante Cε > 0 tal que,

C|β|
∫ L0+

δ
2

L0− δ2

s2|wx − lϕ||Φ|dx ≤ Cε|β|4‖F‖2Hj + ε‖U‖2Hj .

Com isto, usando as estimativas obtidas na demonstração do Corolário 4.29, temos que
dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que, para |β| > 1 suficientemente grande,

I δ
3
≤ Cε|β|4‖F‖2Hj + ε‖U‖2Hj ,

o que mostra o desejado.

Com as estimativas obtidas durante esta seção, podemos finalizar a demonstração dos teo-
remas 4.14 e 4.15, como afirmado inicialmente.
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4.3.2 Estabilidade Exponencial - Conclusão da prova do Teorema 4.14

Face ao Teorema de Prüss, a demonstração do Teorema 4.14 é baseada na caracterização
de estabilidade exponencial para um C0-semigrupo de contrações.

Do Lema 4.18, segue que
iR ⊂ ρ(Aj),

para j = 1, 2. Com isso, temos a primeira condição do Teorema de Prüss satisfeita.
Para concluirmos a segunda condição do Teorema de Prüss, seja ε > 0 dado arbitrariamente

e χ0 = 0. Utilizando a notação dada em (4.171), segue do Corolário 4.29 que existe uma constante
Cε > 0 tal que

I δ
3
≤ ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj . (4.178)

Aqui, obtemos uma estimativa local para o vetor U ∈ D(Aj). Para que seja possível
estender esta estimativa para o intervalo (0, L), vamos usar a Desigualdade de Observabilidade
para o Sistema de Bresse, apresentada no Capítulo 3.

Primeiramente, segue das equações (4.106)-(4.111) que V = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) é solução
de (3.1)-(3.6), considerando

g1 = f1; g2 = ρ1f2 − lγθ; g3 = f3; g4 = ρ2f4 − γϑx; g5 = f5; g6 = ρ1f6 − γθx. (4.179)

Além disso, de (4.178), observando que a notação I δ
3

é uma integral local do tipo ‖V ‖2b1,b2
com b1 = L0 − δ

3
e b2 = L0 + δ

3
, a condição (3.34) é satisfeita para Λ := ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj .

Com isso, aplicando o Corolário 3.2, a estimativa (4.114) e a Desigualdade de Young com
ε > 0, existem constantes C,Cε > 0 tais que∫ L

0

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2 + |ψx|2 + |Φ|2 + |Ψ|2 + |W |2

)
dx ≤ εC‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj .

(4.180)
Agora, combinando (4.180) com a estimativa (4.114) e usando novamente a Desigualdade

de Young com ε > 0, existem constantes C,Cε > 0 tais que

‖U‖2Hj ≤ εC‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj .

Logo, considerando ε > 0 suficientemente pequeno, existe C > 0 tal que

‖U‖2Hj ≤ C‖F‖2Hj .

Lembrando que U ∈ D(Aj) é a única solução da equação resolvente (4.105), segue que

‖(iβId − Aj)−1F‖Hj ≤ C‖F‖Hj , |β| → ∞, (4.181)

para alguma constante C > 0, concluindo a veracidade da segunda condição do Teorema de Prüss.
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Portanto, aplicando o Teorema de Prüss, concluímos a prova do Teorema 4.14, isto é, a
solução U(t) = eAjtU0 do problema de Cauchy abstrato (4.53) possui um decaimento exponencial
no caso em que χ0 = 0. Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é exponencialmente estável
quando χ0 = 0.

4.3.3 Estabilidade Polinomial - Conclusão da prova do Teorema 4.15

A demonstração do Teorema 4.15 é baseada na caracterização da estabilidade polinomial
para um C0-semigrupo de contrações, de acordo com o Teorema de Borichev e Tomilov.

Do Lema 4.18, temos uma das condições do Teorema de Borichev e Tomilov satisfeita.
Com o intuito de concluir a outra condição do Teorema de Borichev e Tomilov, seja ε > 0 dado
arbitrariamente e χ0 6= 0. Usando a notação dada em (4.171), segue do Corolário 4.30 que existe
uma constante Cε > 0 tal que

I δ
3
≤ ε‖U‖2Hj + Cε|β|4‖F‖2Hj . (4.182)

Novamente, obtemos uma estimativa local para o vetor U ∈ D(Aj). Para estender tal
estimativa para o intervalo (0, L), vamos usar a Desigualdade de Observabilidade para o Sistema
de Bresse, vide Capítulo 3.

Analogamente à Subseção 4.3.2, observando que V = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) satisfaz (3.1)-
(3.6) com

g1 = f1; g2 = ρ1f2 − lγθ; g3 = f3; g4 = ρ2f4 − γϑx; g5 = f5; g6 = ρ1f6 − γθx,

e, lembrando que I δ
3

é uma integral local do tipo ‖V ‖2b1,b2 com b1 = L0 − δ
3

e b2 = L0 + δ
3
, segue

de (4.182) que a condição (3.34) é satisfeita com Λ := ε‖U‖2Hj + Cε|β|4‖F‖2Hj .
Logo, podemos utilizar o Corolário 3.2, a estimativa (4.114) e a Desigualdade de Young

com ε > 0 e, deste modo, obtemos que existem constantes C,Cε > 0 tais que∫ L

0

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2 + |ψx|2 + |Φ|2 + |Ψ|2 + |W |2

)
dx ≤ εC‖U‖2Hj+Cε|β|

4‖F‖2Hj .
(4.183)

Combinando a equação (4.183) com a estimativa (4.114) e usando novamente a Desigual-
dade de Young com ε > 0, existem constantes C,Cε > 0 tais que

‖U‖2Hj ≤ εC‖U‖2Hj + Cε|β|4‖F‖2Hj .

Logo, considerando ε > 0 suficientemente pequeno, da equação resolvente (4.105), existe
C > 0 tal que

‖(iβId − Aj)−1F‖Hj ≤ C|β|2‖F‖Hj , |β| → ∞, (4.184)

o que mostra a segunda condição do Teorema de Borichev-Tomilov, com α = 2. Logo, segue do
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Teorema de Borichev-Tomilov que

‖S(t)A−1j ‖L(Hj) = O(t−
1
2 ),

onde S(t) = eAjt é o semigrupo gerado por Aj em Hj definido em (4.56). Deste modo, como
0 ∈ ρ(Aj), existe uma constante C > 0 tal que

‖U(t)‖Hj = ‖S(t)U0‖Hj = ‖S(t)A−1j F‖Hj ≤ C t−
1
2‖U0‖D(Aj), t→∞,

para U0 ∈ D(Aj), como queríamos mostrar em (4.84).
Portanto, face ao Teorema de Borichev e Tomilov, demonstramos o Teorema 4.15, ou seja,

a solução U(t) = eAjtU0 do problema de Cauchy abstrato (4.53) possui um decaimento polinomial
no caso em que χ0 6= 0 e U0 ∈ D(Aj). Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é polinomialmente
estável quando χ0 6= 0 e U0 ∈ D(Aj), j = 1, 2.

4.3.4 Otimalidade do decaimento polinomial

Considerando o problema (4.1)-(4.2) com as condições de fronteira dadas em (4.4) e tam-
bém k − k0 6= 0, segue do Teorema 4.15 que dado U0 ∈ D(A2),

‖U(t)‖H2 ≤
C

t1/2
‖U0‖D(A2), t→ +∞. (4.185)

No que segue, vamos concluir que a taxa de decaimento polinomial t−1/2 dada em (4.185)
é ótima, no sentido de que a taxa t−1/2 não pode ser melhorada. Além disso, vamos concluir a falta
de decaimento exponencial quando χ0 6= 0. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.31. Sob as notações anteriores, se χ0 6= 0, então a taxa de decaimento polinomial

t−1/2 dada em (4.185) é ótima. Em particular, se χ0 6= 0, o sistema (4.1)-(4.2) com condições de

fronteira (4.4) não é exponencialmente estável.

Demonstração. Sejam χ0 = k − k0 6= 0 e U0 ∈ D(A2) fixo. Para mostrar a otimalidade da taxa
de decaimento polinomial t−1/2, vamos usar argumentos de contradição.

Com efeito, suponha que a taxa de decaimento t−1/2 dada em (4.185) não seja ótima, isto
é, existe ν ∈ (0, 2) tal que

‖U(t)‖H2 ≤
C

t
1

2−ν
‖U0‖D(A2), t→ +∞.

Então, como U(t) = S(t)U0 = eA2tU0, segue que

‖eA2tU0‖H2 ≤
C

t
1

2−ν
‖U0‖D(A2), t→ +∞.
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Além disso, utilizando o fato de que 0 ∈ ρ(A2) e a norma do domínio D(A2), segue que

‖eA2t(A2)
−1F‖H2 ≤

C

t
1

2−ν
‖F‖H2 , t→ +∞,

portanto, obtemos

‖eA2t(A2)
−1‖L(H2) ≤

C

t
1

2−ν
, t→ +∞.

Do Teorema de Borichev e Tomilov, temos que

1

|β|2−ν
‖(iβId − A2)

−1‖L(H2) ≤ C, |β| → +∞. (4.186)

Por outro lado, se encontrarmos uma sequência (Fn) ⊂ H2 limitada, para todo n ∈ N e
uma sequência (βn) ⊂ R com |βn| → +∞ quando n→ +∞, tal que

lim
n→+∞

1

|βn|2−ν
‖(iβnId − A2)

−1Fn‖H2 = +∞, (4.187)

então teremos uma contradição envolvendo as afirmações (4.186) e (4.187).
Portanto, basta mostrarmos a existência das sequências (Fn) ⊂ H2 e (βn) ⊂ R satisfazendo

(4.187). Para isto, sem perca de generalidade, consideremos L = π e tomemos Fn ∈ H2 da
seguinte forma

Fn =

(
0,

1

ρ1
sen(nx), 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
.

Agora, como iR ⊂ ρ(A2), seja Un ∈ H2 tal que

(iβI − A2)Un = Fn. (4.188)

Reescrevendo (4.188) em termos de suas componentes e omitindo o índice n de Un, isto é,
usando a notação Un = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ H2, temos

iβϕ− Φ = 0,

iβρ1Φ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ = sen(nx),

iβψ −Ψ = 0,

iβρ2Ψ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0,

iβw −W = 0,

iβρ1W − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0,

iβθ − k1θxx +m(Wx − lΦ) = 0,

iβϑ− k1ϑxx +mΨx = 0.

(4.189)

Deste modo, Φ = iβϕ, Ψ = iβψ e W = iβw. Logo, reescrevemos (4.189) como
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−ρ1β2ϕ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ = sen(nx),

−ρ2β2ψ − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0,

−ρ1β2w − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0,

iβθ − k1θxx + iβm(wx − lϕ) = 0,

iβϑ− k1ϑxx + iβmψx = 0.

(4.190)

Para que as condições de fronteira dadas em (4.4) sejam satisfeitas, podemos supor que a
solução do sistema (4.190) é da forma

ϕ(x) = A sin(nx), ψ(x) = B cos(nx), w(x) = C cos(nx),

θ(x) = D sin(nx), ϑ(x) = E sin(nx).
(4.191)

Substituindo (4.191) em (4.190), chegamos ao seguinte sistema algébrico, equivalente à
(4.190) 

(−ρ1β2 + kn2 + k0l
2)A+ knB + (k + k0)lnC + lγD = 1,

knA+ (−ρ2β2 + bn2 + k)B + klC + γnE = 0,

(k + k0)lnA+ klB + (−ρ1β2 + k0n
2 + kl2)C + γnD = 0

−iβmlA− iβmnC + (iβ + k1n
2)D = 0,

−iβmnB + (iβ + k1n
2)E = 0.

(4.192)

Reescrevendo (4.192) no formato matricial, temos:
P1 kn (k + k0)ln lγ 0

kn P2 kl 0 γn

(k + k0)ln kl P3 γn 0

−iβml 0 iβmn P4 0

0 −iβmn 0 0 P4


︸ ︷︷ ︸

:=M


A

B

C

D

E

 =


1

0

0

0

0

 ,

onde denotamos

P1 =− ρ1β2 + kn2 + k0l
2,

P2 =− ρ2β2 + bn2 + k,

P3 =− ρ1β2 + k0n
2 + kl2,

P4 = iβ + k1n
2.

Lembrando que nossa intenção é avaliar o comportamento de

‖(iβI − A2)
−1Fn‖H2 , n→ +∞, (4.193)
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observemos que

‖(iβId − A2)
−1Fn‖2H2

= ‖Un‖2H2
≥ ρ1‖Φ‖22 = ρ1|β|2‖ϕ‖22 =

π

2
ρ1|β|2|A|2.

A fim de concluir (4.193), devemos avaliar a constante A e observar como tal, que depende
de n, se comporta quando n→ +∞.

Para isso, vamos utilizar a regra de Cramer. Deste modo, antes de mais nada, devemos
mostrar que detM 6= 0. Com efeito, usando o método de Laplace,

detM =P1P2P3P
2
4 − k2n2P3P

2
4 − l2(k + k0)

2n2P2P
2
4 + iβγmn2P1P2P4 + iβmγn2P1P3P4

− β2m2γ2n4P1 − iβmγl2n4(k + k0)
2P4 + iβl2γmP2P3P4 − 2iβl2(k + k0)γmn

2P2P4

− iβk2γmn4P4 + 2β2m2γ2n4l2(k + k0)− β2m2l2γn2P3 + 2k2l2(k + k0)n
2P 2

4

− k2l2P1P
2
4 + 2iβk2l2γmn2P4 − iβk2l4γmP4.

Escolhendo a sequência (βn) ⊂ R tal que

βn =

√
1

ρ1
(kn2 + k0l2 − Ξ), (4.194)

onde a constante Ξ ∈ R será determinada posteriormente. Além disso, omitiremos o índice n
da sequência βn para simplificar as notações. Deste modo, segue que o grau de P1, P2, P3 e P4 é
menor ou igual a 2 e, sendo assim, o detM se comporta como um polinômio complexo de grau
10, isto é,

detM ≈ P (n10).

Sendo assim, a aplicação φ : N → C dada por φ(n) = P (n10) tem no máximo 10 raízes,
ou seja, existe n0 ∈ N tal que

φ(n) 6= 0, ∀n > n0.

Portanto, existe n0 ∈ N tal que

detM 6= 0, ∀n > n0.

Sabendo que detM 6= 0, com β escolhido da forma (4.194), então podemos calcular A
utilizando a regra de Cramer, ou seja,

A =
detM1

detM
,
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onde a matriz M1 é dada por

M1 :=


1 kn (k + k0)ln lγ 0

0 P2 kl 0 γn

0 kl P3 γn 0

0 0 iβmn P4 0

0 −iβmn 0 0 P4

 .

Notemos que

detM1 = P2P3P
2
4 + iβγmn2P3P4 + iβmγn2P2P4 − β2m2n4γ2 − k2l2P 2

4 .

Levando em consideração (1.8), então nota-se facilmente de (4.81) e (4.82) que

χ0 = k − k0 6= 0 ⇔ χ =
k

ρ1
− b

ρ2
6= 0 ⇔ χ1 := b− ρ2

ρ1
k 6= 0.

Observemos, até o momento, que o grau do detM é menor ou igual 10, enquanto o grau do
detM1 é menor ou igual a 8. A fim de diminuir o grau do detM sem interferir no grau do detM1,
escolhemos β ∈ R tal que P1 = Ξ, onde Ξ é uma constante (a ser determinada) independente de
n, ou seja, tal que

−ρ1β2 + kn2 + k0l
2 = Ξ,

isto é,

β =

√
1

ρ1
(kn2 + k0l2 − Ξ). (4.195)

Com essa escolha, podemos analisar os três primeiros termos de detM , que possuem maior
grau, isto é,

P1P2P3P
2
4 −k2n2P3P

2
4 −l2(k+k0)

2n2P2P
2
4 = (P1P2P3−k2n2P3−l2(k+k0)

2n2P2)P
2
4 . (4.196)

Substituindo β tomado em (4.195) em P2 e P3, temos

P1 = Ξ,

P2 =

(
b− ρ2

ρ1
k

)
n2 + k − ρ2

ρ1
k0l

2 +
ρ2
ρ1

Ξ,

P3 = (k0 − k)n2 + (k − k0)l2 − Ξ.

Assim,

P1P2P3 − k2n2P3 − l2(k + k0)
2n2P2 = σ1n

4 + σ2n
3, σ1, σ2 > 0, n→ +∞,
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onde

σ1 =

(
b− ρ2

ρ1
k

)
(k0 − k)Ξ− k2(k0 − k)− l2(k0 + k)2

(
b− ρ2

ρ1
k

)
= χ1 χ0 Ξ− k2χ0 − l2(k0 + k)2χ1.

Portanto, com a intenção de diminuir o grau do termo dado em (4.196), tome

Ξ =
k2χ0 + l2(k0 + k)2χ1

χ1 χ0

, (4.197)

que é uma constante independente de n.
Deste modo, com a constante Ξ dada em (4.197), obtemos uma sequência (βn) ⊂ R onde

seus termos são dados em (4.195), de modo que |βn| → +∞ quando n→ +∞. Além disso,

detM ≈ σ3n
7, σ3 > 0, n→ +∞,

detM1 ≈ σ4n
8, σ4 > 0, n→ +∞.

Com isto, o termo A tem um comportamento

|A| ≈ σ5n, σ5 > 0, n→ +∞.

Logo,

‖(iβnId − A2)
−1Fn‖2H2

= ‖Un‖2H2
≥ π

2
ρ1|β|2|A|2 → +∞, quando n→ +∞. (4.198)

Extraindo a raíz de (4.198) e multiplicando por |β|ν−2, temos

|β|ν−2‖(iβnId − A2)
−1Fn‖H2 ≥

√
π

2
ρ1|β|ν−1|A| ≈ σ6n

ν , σ6 > 0, n→ +∞.

Portanto, existe uma sequência (Fn) ⊂ H2 com ‖Fn‖ ≤ 1 e uma sequência (βn) ⊂ R,
|βn| → +∞ quando n→ +∞ tais que

lim
n→+∞

1

|β|2−ν
‖(iβnId − A2)

−1Fn‖H2 = +∞,

mostrando (4.187). Portanto, concluímos que a taxa de decaimento polinomial t−1/2 é ótima. Em
particular, de (4.198) segue a falta de decaimento exponencial quando χ0 = k − k0 6= 0, via o
Teorema de Prüss.

Observação 11. Podemos observar que concluímos a falta de decaimento exponencial e a otima-
lidade de taxa de decaimento polinomial para a condição de fronteira mista dada em (1.12). Não
podemos afirmar que tal resultado é válido para a condição de fronteira do tipo Diriclhet dada em
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(1.11), pois o método utilizado para demonstrar o Teorema 4.31 não poderia ser aplicado neste
caso. De fato, teríamos problemas com a escolha das funções dadas em (4.191) ou, dependendo
desta escolha, com a resolução do sistema algébrico obtido na sequência.
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5 SISTEMA TERMOELÁSTICO DE BRESSE COM DISSIPAÇÃO LOCALIZADA

5.1 O MODELO COM DOIS ACOPLAMENTOS TÉRMICOS E UMA DISSIPAÇÃO LOCALIZADA

Neste capítulo, estudaremos o seguinte problema

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ + α(x)ϕt = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ρ1wtt − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0 em (0, L)×(0,+∞),

θt − k1θxx +m(wx − lϕ)t = 0 em (0, L)×(0,+∞),

ϑt − k1ϑxx +mψxt = 0 em (0, L)×(0,+∞),
(5.1)

com condições de iniciais

ϕ(·, 0) = ϕ0, ϕt(·, 0) = ϕ1, ψ(·, 0) = ψ0, ψt(·, 0) = ψ1,

w(·, 0) = w0, wt(·, 0) = w1, θ(·, 0) = θ0, ϑ(·, 0) = ϑ0,
(5.2)

e condições de fronteira do tipo Dirichlet

ϕ(x, t) = ψ(x, t) = w(x, t) = θ(x, t) = ϑ(x, t) = 0, x ∈ {0, L}, t ≥ 0, (5.3)

ou com condições de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

ϕ(x, t) = ψx(x, t) = wx(x, t) = θ(x, t) = ϑ(x, t) = 0, x ∈ {0, L}, t ≥ 0, (5.4)

onde os coeficientes ρ1, ρ2, k, k0, k1, l, b e m são constantes positivas, α = α(x) uma função não
negativa e as funções ϕ, ψ, w, θ e ϑ descrevem, respectivamente, a oscilação vertical, o ângulo de
rotação da seção transversal, a oscilação longitudinal e as variações da temperatura de uma viga
arqueada, fina e com comprimento L, conforme apresentado no Capítulo 1.

Aqui, diferentemente do problema (4.1)-(4.4) do Capítulo 4, mostraremos que o problema
(5.1)-(5.4) decai exponencialmente independente de qualquer relação entre os coeficientes, con-
forme foi indicado em (1.13). Para isso, assumiremos que α é uma função não negativa e localizada
definida como segue.

Hipótese 5.1. Seja α ∈ W 1,∞(0, L) uma função não negativa satisfazendo

α(x) ≥ α0 > 0 para todo x ∈ ω ⊂ (0, L), (5.5)

onde ω 6= ∅ é um subintervalo aberto qualquer de (0, L).

Observação 12. Note que α pode se anular no complementar de ω, de modo que a dissipação
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localizada α(x)ϕt tem efeito apenas no aberto genérico ω. A Figura 5.1 ilustra um caso em que α
é efetivamente positiva apenas numa vizinhança contida em (0, L).

-

0 ω L

6

α0

y = α(x)

Figura 5.1: Descrição geométrica de um exemplo para a função α(x).

5.2 EXISTÊNCIA E UNICIDADE

Prosseguindo de um modo semelhante ao apresentado no Capítulo 4, temos como objetivo
inicial, reescrever o sistema (5.1)-(5.4) num problema de Cauchy abstrato e, consequentemente,
utilizar a teoria de semigrupos de operadores lineares para garantir a existência e unicidade da
solução deste problema.

Para isto, comecemos considerando os seguintes espaços

H1 = H1
0×L2×H1

0×L2×H1
0×L2×L2×L2, (5.6)

para as condições de fronteira dadas em (5.3) e

H2 = H1
0×L2×H1

∗×L2
∗×H1

∗×L2
∗×L2×L2, (5.7)

para as condições de fronteira dadas em (5.4).
Além disso, consideremos seus elementos da forma U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ Hj ,

para j = 1, 2.
Notemos que, podemos definir emHj a seguinte norma

‖U‖2Hj = ρ1‖Φ‖22 + ρ2‖Ψ‖22 + ρ1‖W‖22 + b‖ψx‖22
+ k‖ϕx + ψ + lw‖22 + k0‖wx − lϕ‖22 +

γ

m
‖θ‖22 +

γ

m
‖ϑ‖22, (5.8)

com a condição de que lL 6= nπ, para todo n ∈ N, quando considerada a condição de fronteira
(5.4).

Segue do Corolário 4.5 que a norma ‖ · ‖Hj é equivalente à norma usual do espaçoHj dada
por

|U |2Hj = ‖ϕx‖22 + ‖Φ‖22 + ‖ψx‖22 + ‖Ψ‖22 + ‖wx‖22 + ‖W‖22 + ‖θ‖22 + ‖ϑ‖22. (5.9)
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Portanto, temos que o espaçoHj é Hilbert para j = 1, 2.
Inicialmente, vamos reescrever o sistema (5.1)-(5.4) na forma de um problema de Cauchy

abstrato. Logo após, utilizaremos alguns resultados vistos no Capítulo 4 que serão de extrema
utilidade para garantir o principal resultado desta seção, o qual nos fornece a existência e unicidade
da solução do problema de Cauchy abstrato e, consequentemente, do sistema (5.1)-(5.4).

De fato, consideremos os espaços de Hilbert Hj , dados em (5.6) e (5.7), para j = 1, 2,
respectivamente. Denotando Φ = ϕt,Ψ = ψt,W = wt, o vetor U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ)

e U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ0, ϑ0), reescrevemos o sistema (5.1)-(5.4) como um problema de
Cauchy abstrato dado por {

Ut = AjU, t > 0,

U(0) = U0,
(5.10)

para todo U ∈ D(Aj), onde

D(A1) = {U ∈ H1 : ϕ, ψ,w, θ, ϑ ∈ H2 ∩H1
0 ; Φ,Ψ,W ∈ H1

0}, (5.11)

D(A2) = {U ∈ H2 : ϕ, θ, ϑ ∈ H2; Φ, ψx, wx, θ, ϑ ∈ H1
0 ; Ψ,W ∈ H1

∗}, (5.12)

e o operador Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj é dado por

AjU =



Φ
k
ρ1

(ϕx + ψ + lw)x + k0l
ρ1

(wx − lϕ)− lγ
ρ1
θ − α

ρ1
Φ

Ψ
b
ρ2
ψxx − k

ρ2
(ϕx + ψ + lw)− γ

ρ2
ϑx

W
k0
ρ1

(wx − lϕ)x − kl
ρ1

(ϕx + ψ + lw)− γ
ρ1
θx

k1θxx −m(Wx − lΦ)

k1ϑxx −mΨx


, (5.13)

para todo U ∈ D(Aj), j = 1, 2.
Deste modo, estudar o problema (5.1)-(5.4) é equivalente a realizar um estudo do problema

de valor inicial (5.10), o qual faremos por meio da teoria de semigrupos de operadores lineares.
Além disso, notemos que os domínios do operador Aj definidos em (5.11) e (5.12) são os

mesmos domínios definidos anteriormente em (4.54) e (4.55), respectivamente.

Lema 5.2. O operador Aj definido em (5.13) é dissipativo emHj , para j = 1, 2.

Demonstração. Para mostrar que o operadorAj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj é dissipativo, basta verificar
que Re((AjU,U))Hj ≤ 0. Com efeito, dado U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ Hj , da definição do
operador Aj dada em (5.13), já realizando integrações por partes e utilizando as condições de
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fronteira, segue que

((AjU,U))Hj =− k(ϕx + ψ + lw,Φx)2 − k0(wx − lϕ,−lΦ)2 + γ(θ,−lΦ)2 − (αΦ,Φ)2

− b(ψx,Ψx)2 − k(ϕx + ψ + lw,Ψ)2 + γ(ϑ,Ψx)2 + b(Ψx, ψx)2

− k0(wx − lϕ,Wx)2 − k(ϕx + ψ + lw, lW )2 + γ(θ,Wx)2

+ k(Φx + Ψ + lW, ϕx + ψ + lw)2 + k0(Wx − lΦ, wx − lϕ)2

− k1γ

m
(θx, θx)2 − γ(Wx − lΦ, θ)2 −

k1γ

m
(ϑx, ϑx)2 − γ(Ψx, ϑ)2

Assim, considerando a parte real de ((AjU,U))Hj , temos para todo U ∈ D(Aj) que

Re((AjU,U))Hj = −k1γ
m

(‖θx‖22 + ‖ϑx‖22)−
∫ L

0

α|Φ|2dx ≤ 0. (5.14)

Como k1, γ,m > 0 e α ≥ 0, o operador Aj é dissipativo emHj , para j = 1, 2.

Lema 5.3. Sob as notações anteriores,

0 ∈ ρ(Aj), para j = 1, 2,

onde ρ(Aj) denota o conjunto resolvente de Aj dado em (5.13).

Demonstração. Para concluir que 0 ∈ ρ(Aj), basta mostrarmos que o operador linear −Aj :

D(Aj) ⊂ Hj → Hj é um operador invertível e, além disso, (−Aj)−1 é limitado.
De fato, para concluirmos estas duas afirmações, prosseguiremos de maneira análoga à

demonstração do Lema 4.10. Notemos que a única diferença com a demonstração do Lema 4.10
é a presença do termo α

ρ1
Φ na igualdade (4.59) presente na equação resolvente (4.58)-(4.65). De

fato,

−Φ = f1, (5.15)

− k

ρ1
(ϕx + ψ + lw)x −

k0l

ρ1
(wx − lϕ) +

lγ

ρ1
θ +

α

ρ1
Φ = f2, (5.16)

−Ψ = f3, (5.17)

− b

ρ2
ψxx +

k

ρ2
(ϕx + ψ + lw) +

γ

ρ2
ϑx = f4, (5.18)

−W = f5, (5.19)

−k0
ρ1

(wx − lϕ)x +
kl

ρ1
(ϕx + ψ + lw) +

γ

ρ1
θx = f6, (5.20)

−k1θxx +m(Wx − lΦ) = f7, (5.21)

−k1ϑxx +mΨx = f8. (5.22)

Portanto, seguindo de modo análogo à demonstração do Lema 4.10, podemos mostrar que
existe o operador (−Aj)−1 e, além disso, (−Aj)−1 é limitado, para j = 1, 2. Deste modo, conclui-
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se que 0 ∈ ρ(Aj), para j = 1, 2.

Teorema 5.4. O operador Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj definido em (5.13) é um gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo de contrações eAjt sobreHj , para j = 1, 2.

Demonstração. De acordo com o Corolário 2.25 e com os Lemas 5.2, 5.3 e 4.11, segue que o
operador Aj definido em (5.13) é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações
eAjt sobreHj , para j = 1, 2.

Teorema 5.5. Para cada vetor U0 ∈ D(Aj), o problema (5.10) possui uma única solução

U ∈ C([0,∞), D(Aj)) ∩ C1([0,∞),Hj),

dada por U(t) = eAjtU0, para j = 1, 2.

Além disso, se U0 ∈ D(An), n ≥ 2, então existe uma única função U na classe

U ∈
n⋂
j=0

Cn−j([0,+∞), D(Aj)).

Demonstração. Sendo Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações sobre Hj , segue do Teorema 2.26 que para cada U0 ∈ D(Aj), o sistema (5.10) possui
uma única solução

U ∈ C([0,∞), D(Aj)) ∩ C1([0,∞),Hj),

dada por U(t) = eAjtU0, para j = 1, 2.
E mais, se U0 ∈ D(Anj ), n ≥ 2, então segue do Teorema (2.26) que existe uma única

função U na classe

U ∈
n⋂
r=0

Cn−r([0,+∞), D(Arj)).

5.3 ESTABILIDADE

Nesta seção, estudaremos o comportamento assintótico da solução U(t) = eAjtU0, para
j = 1, 2, do problema (5.10) e, consequentemente, para a solução do sistema (5.1)-(5.4).

Diferentemente do que vimos no Capítulo 4, vamos mostrar que não será necessário consi-
derarmos condição alguma para as constantes presentes no sistema, visto que para obtermos uma
estabilidade exponencial para o sistema (4.1)-(4.4) dado no Capítulo 4, era necessário supor que
χ0 = 0, caso contrário, obtínhamos uma falta de estabilidade exponencial para tal sistema.



99

Teorema 5.6. Suponhamos que ρ1, ρ2, b, k, k0, k1, γ, l > 0 e que α satisfaça a Hipótese 5.1. Então,

existem constantes C, η > 0, independentes do dado inicial U0 ∈ Hj , tais que

‖U(t)‖Hj ≤ Ce−ηt‖U0‖Hj , t > 0, j = 1, 2, (5.23)

ou seja, o semigrupo eAjt é exponencialmente estável. Em outras palavras, o problema (5.1)-

(5.4) é exponencialmente estável independentemente de qualquer relação entre os coeficientes do

sistema.

Para demonstrarmos o Teorema 5.6, é suficiente mostrar que as duas condições do Teorema
de Prüss são verificadas, como feito anteriormente.

Antes, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados nas seguintes seções deste capí-
tulo e, por fim, na subseção 5.3.2 faremos a conclusão da demonstração do Teorema 5.6.

Alguns resultados serão semelhantes aos já enunciados e demonstrados no Capítulo 4, com
isto, em alguns casos, a demonstração do mesmo estará omitida ou será apresentada brevemente
com as devidas alterações.

5.3.1 Lemas Técnicos

Lema 5.7. Sob as notações anteriores e hipóteses do Teorema 5.6, temos que iR ⊂ ρ(Aj), para

j = 1, 2.

Demonstração. Seja j = 1, 2. Suponha que iR * ρ(Aj), assim existe β ∈ R, β 6= 0 (pois já
vimos que 0 ∈ ρ(Aj)) tal que iβ ∈ σ(Aj). Do Lema 4.17, segue que iβ é um autovalor de Aj ,
portanto existe um autovetor não-nulo U ∈ D(Aj), satisfazendo a equação

iβU − AjU = 0. (5.24)

Reescrevendo a equação (5.24) em termos de suas componentes, temos

iβϕ− Φ = 0, (5.25)

iβρ1Φ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ + αΦ = 0, (5.26)

iβψ −Ψ = 0, (5.27)

iβρ2Ψ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = 0, (5.28)

iβw −W = 0, (5.29)

iβρ1W − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = 0, (5.30)

iβθ − k1θxx +m(Wx − lΦ) = 0, (5.31)

iβϑ− k1ϑxx +mΨx = 0, (5.32)
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Considerando o produto interno de (5.24) com U emHj , obtemos

iβ‖U‖2Hj − ((AjU,U))Hj = 0. (5.33)

Considerando a parte real em (5.33) e utilizando (5.14), segue que

‖θx‖22 = ‖ϑx‖22 = 0.

Assim, obtemos que θx = ϑx = 0. Usando a desigualdade de Poincaré,

0 ≤ ‖θ‖2 ≤ C‖θx‖2 = 0.

Assim, θ = 0. Analogamente, temos que ϑ = 0. Deste modo, substituindo em (5.31),
temos que

Wx − lΦ = 0,

e usando as equações (5.25) e (5.29),

wx − lϕ =
1

iβ
(Wx − lΦ) = 0. (5.34)

Por outro lado, de (5.32),
Ψx = 0,

e utilizando (5.27),

ψx =
1

iβ
Ψx = 0.

Utilizando a Desigualdade de Poincaré, assim como feito para a função θ, temos que ψ = 0.
Consequentemente, de (5.27), Ψ = 0.

Agora, substituindo tais funções em (5.28) e (5.30), obtemos

k(ϕx + lw) = 0, (5.35)

iβρ1W + kl(ϕx + lw) = 0. (5.36)

Multiplicando (5.35) por −l e somando com (5.36), segue que

iβρ1W = 0,

implicando em W = 0. Da equação (5.29), segue que w = 0. De (5.34), ϕ = 0. Além disso, de
(5.25), Φ = 0.

Assim, obtemos que U = 0, o que contradiz o fato de U ser um autovetor associado ao
autovalor iβ. Portanto, iR ⊂ ρ(Aj), para j = 1, 2.

De acordo com o Lema 5.7, temos que iR ⊂ ρ(Aj), para j = 1, 2. Deste modo, dado
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F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8) ∈ Hj , existe U = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W, θ, ϑ) ∈ D(Aj) satisfazendo
a equação resolvente

iβU − AjU = F. (5.37)

Reescrevendo (5.37) em termos de suas componentes, obtemos o seguinte sistema de equa-
ções:

iβϕ− Φ = f1, (5.38)

iβρ1Φ− k(ϕx + ψ + lw)x − k0l(wx − lϕ) + lγθ + αΦ = ρ1f2, (5.39)

iβψ −Ψ = f3, (5.40)

iβρ2Ψ− bψxx + k(ϕx + ψ + lw) + γϑx = ρ2f4, (5.41)

iβw −W = f5, (5.42)

iβρ1W − k0(wx − lϕ)x + kl(ϕx + ψ + lw) + γθx = ρ1f6, (5.43)

iβθ − k1θxx +m(Wx − lΦ) = f7, (5.44)

iβϑ− k1ϑxx +mΨx = f8. (5.45)

Lema 5.8. Seja U ∈ D(Aj) satisfazendo a equação resolvente (5.37) para β ∈ R e F ∈ Hj .

Então, ∫ L

0

α|Φ|2dx+ ‖θx‖22 + ‖ϑx‖22 ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj , (5.46)

para alguma constante C > 0.

Demonstração. Esta demonstração segue de maneira análoga à prova do Lema 4.19, utilizando,
neste caso, (5.14).

Procedendo de modo semelhante ao Capítulo 4, nosso objetivo é obter estimativas locais
para as funções coordenadas do vetor U ∈ D(Aj) e, após a obtenção destas estimativas, utilizar
a Desigualdade de Observabilidade para o sistema de Bresse obtida no Capítulo 3, para que seja
possível estender tais estimativas para o intervalo (0, L). Além disso, afim de obter tais estimativas,
consideraremos |β| > 1 suficientemente grande, sem nenhuma perca de generalidade.

Neste momento, no Capítulo 4, nós consideramos um número L0 qualquer no intervalo
(0, L) e, a partir deste, definimos uma função auxiliar s1 que nos permitia, ao realizar integrações
por partes, evitar avaliar alguns termos na fronteira 0 e L. Neste capítulo, também consideraremos
uma função auxiliar, mas vamos considerar um número L0 ∈ ω, para que possamos também
utilizar as condições sobre a função α(x).

Com efeito, dado L0 ∈ ω ⊂ (0, L), existe δ > 0 tal que (L0 − δ, L0 + δ) ⊂ ω ⊂ (0, L).
Considere uma função s1 ∈ C2((0, L),R) satisfazendo as seguintes propriedades

supp(s1) ⊂ (L0 − δ, L0 + δ), 0 ≤ s1(x) ≤ 1, para todo x ∈ (0, L), (5.47)
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s1(x) = 1, para todo x ∈
[
L0 −

δ

2
, L0 +

δ

2

]
. (5.48)

A ideia gráfica da função s1 é a mesma da Figura 4.1, apenas nos atentando ao fato de
L0 ∈ ω.

Lema 5.9. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|wx − lϕ|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj

+
C

|β|
‖F‖2Hj + C‖θx‖2

(∫ L0+δ

L0−δ
s1|W |2dx

)1/2

. (5.49)

Demonstração. Demonstração análoga à realizada para o Lema 4.20.

Lema 5.10. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|W |2dx ≤ C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj . (5.50)

Demonstração. Demonstração análoga à realizada para o Lema 4.21.

Corolário 5.11. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|wx − lϕ|2dx ≤
C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj . (5.51)

Demonstração. Demonstração análoga à realizada para o Corolário 4.22.

Lema 5.12. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que∫ L0+δ

L0−δ
s1|ψx|2dx ≤

C

|β|
‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj

C

|β|
‖F‖2Hj + C‖ϑx‖2

(∫ L0+δ

L0−δ
s1|Ψ|2dx

)1/2

. (5.52)

Demonstração. Demonstração análoga à realizada para o Lema 4.23.

Lema 5.13. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Ψ|2dx ≤ C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +

C

|β|2
‖U‖2Hj . (5.53)

Demonstração. Demonstração análoga à realizada para o Lema 4.24.

Corolário 5.14. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|ψx|2dx ≤
C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj . (5.54)
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Demonstração. Demonstração análoga à realizada para o Corolário 4.25.

Lema 5.15. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Φ|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj . (5.55)

Demonstração. Segue diretamente de (5.46), da Hipótese 5.1 e do fato de que L0 ∈ ω satisfazendo
(L0 − δ, L0 + δ) ⊂ ω que existe C > 0 tal que

α0

∫
ω

|Φ|2dx ≤
∫ L

0

α|Φ|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj . (5.56)

Como o intervalo (L0 − δ
2
, L0 + δ

2
) ⊂ ω, então existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|Φ|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj .

Lema 5.16. Sob as notações anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

|ϕx + ψ + lw|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖θx‖2‖U‖Hj +
C

|β|
‖U‖2Hj . (5.57)

Demonstração. Multiplicando a equação (5.39) por s1ϕ e integrando em (0, L), temos

iβρ1

∫ L

0

s1Φϕdx− k
∫ L

0

s1(ϕx + ψ + lw)xϕdx− k0l
∫ L

0

s1(wx − lϕ)ϕdx

+lγ

∫ L

0

s1θϕdx+

∫ L

0

αs1Φϕdx = ρ1

∫ L

0

s1f2ϕdx.

Integrando por partes,∫ L

0

s1|ϕx + ψ + lw|2dx = ρ1

∫ L

0

s1f2ϕdx− iβρ1
∫ L

0

s1Φϕdx+ k0l

∫ L

0

s1(wx − lϕ)ϕdx

− lγ
∫ L

0

s1θϕdx−
∫ L

0

αs1Φϕdx− k
∫ L

0

s′1(ϕx + ψ + lw)ϕdx

− k
∫ L

0

s1(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx.

Utilizando a equação (5.38), obtemos∫ L

0

s1|ϕx + ψ + lw|2dx = ρ1

∫ L

0

s1|Φ|2dx+ I1 + I2, (5.58)
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onde

I1 = ρ1

∫ L

0

s1f2ϕdx+ ρ1

∫ L

0

s1Φf1dx− lγ
∫ L

0

s1θϕdx,

I2 = k0l

∫ L

0

s1(wx − lϕ)ϕdx−
∫ L

0

αs1Φϕdx− k
∫ L

0

s′1(ϕx + ψ + lw)ϕdx

− k
∫ L

0

s1(ϕx + ψ + lw)(ψ + lw)dx.

Agora, observemos que utilizando a propriedade (5.47) para a função s1 e a Desigualdade
(5.56), existe uma constante C > 0 tal que

ρ1

∫ L

0

s1|Φ|2dx ≤ C

∫ L0+δ

L0−δ
|Φ|2dx ≤

∫
ω

|Φ|2dx ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj . (5.59)

Além disso, usando as desigualdades de Hölder e Poincaré, existe C > 0 tal que

|I1| ≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖θx‖2‖U‖Hj . (5.60)

E mais, utilizando as igualdades (5.38), (5.40) e (5.42), a propriedade (5.47) para a função
s1 e a desigualdade de Hölder, existe uma constante C > 0 tal que

|I2| ≤
C

|β|
‖U‖2 + C‖U‖Hj‖F‖Hj . (5.61)

Portanto, de (5.58), das estimativas (5.59), (5.60) e (5.61) e da propriedade (5.48), existe
uma constante C > 0 satisfazendo (5.57), como queríamos mostrar.

A fim de simplificar as notações, vamos considerar

I δ
2

=

∫ L0+
δ
2

L0− δ2

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2 + |ψx|2 + |Φ|2 + |Ψ|2 + |W |2

)
dx. (5.62)

Corolário 5.17. Sob as notações anteriores, seja |β| > 1 suficientemente grande, então dado

ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que

I δ
2
≤ ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj . (5.63)

Demonstração. Seja ε > 0 qualquer. Nesta demonstração, usaremos a Desigualdade de Young
com ε > 0 em diversos momentos.

Primeiramente, segue dos corolários 5.11, 5.14 e dos Lemas 5.10, 5.13, 5.15 e 5.16 que
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existe uma constante C > 0 tal que

I δ
2
≤ C

|β|
‖θx‖2‖U‖Hj +

C

|β|
‖ϑx‖2‖U‖Hj + C‖F‖2Hj + C‖U‖Hj‖F‖Hj +

C

|β|
‖U‖2Hj .

Utilizando a desigualdade de Young com ε > 0 e a estimativa (5.46), existe C > 0 tal que

I δ
2
≤ C‖U‖Hj‖F‖Hj + C‖F‖2Hj +

C

|β|
‖U‖2Hj + ε‖U‖2Hj . (5.64)

Por fim, usando novamente a desigualdade de Young com ε > 0,

I δ
2
≤ C‖F‖2Hj +

C

|β|
‖U‖2Hj + ε‖U‖2Hj .

Sendo |β| > 1 suficientemente grande, temos que dado ε > 0, existe uma constante Cε > 0

tal que
I δ

2
≤ ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj ,

que mostra o resultado desejado.

Com as estimativas obtidas até o momento, estamos em condições de concluir a demons-
tração do Teorema 5.6.

5.3.2 Estabilidade Exponencial - Conclusão da prova do Teorema 5.6

De acordo com Teorema de Prüss, a demonstração do Teorema 5.6 é baseada na caracteri-
zação de estabilidade exponencial para um C0-semigrupo de contrações.

Inicialmente, segue do Lema 5.7 que

iR ⊂ ρ(Aj),

para j = 1, 2. Com isso, temos a primeira condição do Teorema de Prüss satisfeita.
Para concluirmos a segunda condição do Teorema de Prüss, seja ε > 0 dado arbitraria-

mente. Utilizando a notação dada em (5.62), segue do Corolário 5.17 que existe uma constante
Cε > 0 tal que

I δ
2
≤ ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj . (5.65)

Neste momento, obtemos uma estimativa local para o vetor U ∈ D(Aj). Com a inteção de
estender esta estimativa para o intervalo (0, L), usaremos a desigualdade de observabilidade para
o Sistema de Bresse, apresentada no Capítulo 3.

Primeiramente, segue das equações (5.38)-(5.43) que V = (ϕ,Φ, ψ,Ψ, w,W ) é solução de
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(3.1)-(3.6), considerando

g1 = f1; g2 = ρ1f2 − lγθ − αΦ; g3 = f3;

g4 = ρ2f4 − γϑx; g5 = f5; g6 = ρ1f6 − γθx.
(5.66)

Além disso, observando que a notação I δ
2

é uma integral local do tipo ‖V ‖b1,b2 consi-
derando b1 = L0 − δ

2
e b2 = L0 + δ

2
, segue de (5.65) que a condição (3.34) é satisfeita para

Λ := ε‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj .
Com isso, aplicando o resultado do Corolário 3.2, a estimativa (5.46) e a desigualdade de

Young com ε > 0, existem constantes C,Cε > 0 tais que∫ L

0

(
|ϕx + ψ + lw|2 + |wx − lϕ|2 + |ψx|2 + |Φ|2 + |Ψ|2 + |W |2

)
dx ≤ εC‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj .

(5.67)
Agora, combinando (5.67) com a estimativa (5.46) e usando a desigualdade de Young com

ε > 0 novamente, existem constantes C,Cε > 0 tais que

‖U‖2Hj ≤ εC‖U‖2Hj + Cε‖F‖2Hj .

Logo, considerando ε > 0 suficientemente pequeno, existe C > 0 tal que

‖U‖2Hj ≤ C‖F‖2Hj .

Como U ∈ D(Aj) é a única solução da equação resolvente (5.37), segue que

‖(iβId − Aj)−1F‖Hj ≤ C‖F‖Hj , |β| → ∞, (5.68)

para alguma constante C > 0, concluindo a veracidade da segunda condição do Teorema de Prüss.
Portanto, aplicando o Teorema de Prüss, concluímos a demonstração do Teorema 5.6, isto

é, a solução U(t) = eAjtU0 do problema de Cauchy abstrato (5.10) possui um decaimento expo-
nencial. Em outras palavras, o sistema (5.1)-(5.4) é exponencialmente estável.
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6 CONCLUSÃO

Mediante aos resultados obtidos neste trabalho, podemos concluir que foi possível melhorar
os resultados obtidos por Liu e Rao em [16]. Com efeito, em [16], Liu e Rao estudaram o problema
(1.9)-(1.12) e obtiveram condições suficientes para garantir a estabilidade exponencial da solução
deste problema. Mais precisamente, o sistema é exponencialmente estável se χ0 = 0. Além disso,
caso χ0 6= 0, Liu e Rao obtiveram uma taxa de decaimento polinomial(

ln t

t

)1/j

ln t, (6.1)

onde j varia de acordo com as condições de fronteira (1.11) e (1.12), a saber, j satisfaz (1.16).
Em nossos estudos, provamos nos teoremas 4.14 e 4.31 que a condição χ0 = 0 é neces-

sária e suficiente para garantir que a solução do sistema (1.9)-(1.12) é exponencialmente estável.
Quando χ0 6= 0, mostramos no Teorema 4.15 que este sistema possui um decaimento polinomial
com taxa

1

t1/2
, (6.2)

independentemente das condições de fronteira consideradas, melhorando assim a taxa dada em
(6.1). Além disso, no Teorema 4.31 provamos que taxa de decaimento polinomial (6.2) é ótima,
ou seja, tal taxa não pode ser melhorada para dados no domínio do operador.

Provamos o resultado do Teorema 4.15 para ambas as condições de fronteira devido ao
resultado obtido no Capítulo 3, chamado de Desigualdade de Observabilidade para sistemas de
Bresse, o qual ainda não foi apresentado (como na Proposição 3.1 e no Corolário 3.2) na literatura.

Além disso, estudamos uma variação do sistema (1.9)-(1.12) dado em [16], adicionando
um mecanismo dissipativo localizado no deslocamento vertical ϕ, obtendo assim o sistema (5.1)-
(5.4). Neste caso, mostramos que a solução deste sistema possui um decaimento exponencial
independentemente da relação entre os coeficientes ou das condições de fronteira (ver Teorema
5.6), diferentemente dos resultados de estabilidade provados no Capítulo 4, os quais dependiam da
relação χ0 = 0 e dos dados iniciais regulares U0 ∈ D(Aj).
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